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Введение 

Исследование различных свойств решений двумерных однородных 

линейных систем дифференциальных уравнений до сих пор остается в поле 
зрения многих математиков. Особый ннтерес вызывают у исследователей 

поведение  нулей компонент решений системы и связанные с ним вопросы 

осцилляции и неосцилляции системы ([10],[11],[14]-[28]). 

 В книге  построена качественная теория для двумерных систем линейных 

однородных дифференциальных уравнений, являющаяся аналогом теории 

Штурма для линейных дифференциальных  уравнений второго порядка.  Книга 
состоит из четырех глав. В первой главе приводятся необходимые сведения из 
курса обыкновенных дифференциальных уравнений, а также рассматриваются 

различные  преобразования двумерных систем к каноническим видам, к 

равносильным уравнениям. Исследуются  поведение и  свойства нулей 

компонент решений систем. Во второй главе доказываются различные теоремы 

сравнения сначала для канонических, а затем и для общего вида 
рассматриваемых систем. С применением теорем сравнения определяется  

поведение нулей компонент решений систем при изменении ее коэффициентов, 

приводится оценка их количества на конечных интервалах. В третьей  главе 
излагаются теоремы и некоторые достаточные критерии осцилляции и 

неосцилляции систем в случае конечного интервалa. В четвертой главе, в 

качестве приложений теорем сравнений, доказываются теоремы осцилляции 

для краевых задач с одномерными системами Дирака 1-ого и 2-ого типов, а 
также рассматриваются осцилляционные свойства систем с степенными и 

экспотенциальными коэффицентами. В большинстве параграфов приводятся  

примеры, иллюстрирующие полученные результаты. 

 Предлагаемая книга доступна студентам,  изучающим обыкновенные 

дифференциальные уравнения, и будет полезна преподавателям математики,   а 

также специалистам, исследующим осцилляционные свойства двумерных 

систем линейных дифференциальных уравнений. 
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Г Л А В А  1 

О  НЕКОТОРЫX СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ  

1.1.  Предварительные сведения и утверждения 

Рассматривается следующая двумерная линейная однородная система 

дифференциальных уравнений   

 




+=′
+=′

.)()(

,)()(

2221212

2121111

ytpytpy

ytpytpy
                              (1.1.1) 

Предполагается, что коэффициенты  )2,1,()( =jitpij  являются действительными 

функциями, определенными и непрерывными на отрезке ],[ ba . 

Приведем сначала некоторые, необходимые для дальнейшего изложения, 

определения ([4],[9], [12],[13]). 

Определение 1.1.1. Пара функций )(),( 21 tyty , определенная на интервале 
bta << , называется решением системы уравнений  (1.1.1), если она, будучи 

подставленной в обе части этих уравнений, обращает  их в тождество на bta << . 

Функции )(1 ty и )(2 ty  при этом будем называть соответственно  первой и  

второй компонентами решения системы уравнений (1.1.1). 

Если решение системы уравнений (1.1.1) зависит от двух произвольных 

постоянных 1C  и 2C  

       ),,(),,,( 21222111 CCtyyCCtyy ==                               (1.1.2) 

так, что из (1.1.2) можно получить любое решение системы (1.1.1), то система 

функций (1.1.2) называется общим решением системы (1.1.1). 

Определение 1.1.2. Нетривиальное решение  
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 системы (1.1.1) 

назовем осциллирующим на ],[ ba , если каждая из его компонент обращается в 

нуль в некоторой точке ],[ ba , т.е. .2,1],,[,0)( =∈= ibatty iii  

Заметим, что систему (1.1.1) можно записать и в виде следующего 

векторного уравнения 

ytP
dt

yd r
r

)(=                                                  (1.1.3a) 

где 

.
)(

)(
)(,

)()(

)()(
)(

2

1

2221

1211









==








=

ty

ty
tyy

tptp

tptp
tP

rr
                            (1.1.3b) 

Определение 1.1.3. Решения системы (1.1.1) 
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называются линейно-незисимыми,  если из соотношения 
0)()( 2211 ≡+ tyCtyC

rr
 

на отрезке ],[ ba  следует, что постоянные   1C  и 2C  равны нулю. 
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Определение 1.1.4. Система из двух линейно-независимых решений системы 

(1.1.1) называется базисом или фундаментальным множеством решений 

системы (1.1.1). 

Если решения  
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 являются линейно-независимыми 

решениями системы (1.1.1) на отрезке ],[ ba , то матрица 









=Φ
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tyty

tyty
t                                              (1.1.4) 

называется фундаментальной матрицей системы (1.1.1). Если при этом 

Et =Φ )( 0 , где E − единичная матрица 2-ого порядка, то фундаментальная 

матрица называется нормированной в точке 0tt = . Очевидно, что матрица )(tΦ

удовлетворяет матричному уравнению 

      )()()( ttPt Φ=Φ′ .                                               (1.1.5) 

Под матричным дифференциальным уравнением, соответствующим 

системе (1.1.1) на ],[ ba  подразумевается задача отыскания матрицы )(tΦ   

порядка 2, столбцы которой являются решениями системы (1.1.1) на ],[ ba . Эта 
задача обозначается так: 

]),[()( batXtPX ∈=′ .                                  (1.1.6) 

Матрица )(tΦ  называется решением задачи (1.1.6) на ],[ ba ,  если )(tΦ

удовлетворяет уравнению (1.1.5). Известно, что для того, чтобы решение − 

матрица уравнения (1.1.6) была бы фундаментальной матрицей, необходимо и 

достаточно, чтобы 0)(det ≠Φ t  хотя бы для одного значения ],[ bat ∈ . 

Определение 1.1.5. Если 
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  являются решениями 

системы (1.1.1) на отрезке ],[ ba ,  то определитель 

                         
)()(

)()(
)(det)(

2212

2111

tyty

tyty
ttW =Φ=                              (1.1.7) 

называется  вронскианом этой системы решений. 

Известно, что вронскиан системы решений отличен от нуля для любого
],[ bat ∈  тогда и только тогда, когда эти решения линейно-независимы (матрица 

)(tΦ фундаментальная). Относительно вронскиана имеет место формула 

Лиувилля 

∫−

=

t

t

dPsp

etWtW 0

)(

0 )()(

ττ

                                             (1.1.8) 

где 0t  − произвольная точка из отрезка ],[ ba , )()()( 2211 tptptPsp += − след матрицы 

)(tP . 
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Далее, известно, что если система решений  
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является фундаментальной на отрезке ],[ ba , то общее решение системы (1.1.1) 

можно представить в виде 
       )()(),,( 221121 tyCtyCCCty

rrr +=                                    (1.1.9) 

где 1C  и 2C  − произвольные постоянные. Последнее означает, что множество 

решений системы (1.1.1) является двумерным векторным пространством над 

полем комплексных чисел. 

Определение 1.1.6. Задачей Коши для системы (1.1.1) называется следующая 

задача 
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ytpytpy

ytpytpy
                                    (1.1.10a) 

,)(,)( 20021001 ytyyty ==                                       (1.1.10b) 

где  2010 , yy  − произвольные числа, 0t − произвольная точка из отрезка ],[ ba . 

Относительно задачи Коши (1.1.10а), (1.1.10b)  известно (теорема о 

существовании и единственности решения), что какова бы ни  была точка 0t  из 
отрезка  ],[ ba   и какова бы ни была система начальных значений 10y  и 20y , 

существует одна и только одна пара функций 
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, удовлетворяющая 

системе (1.1.10a)  и принимающая в точке 0t  значения 10y  и 20y соответственно; 

эти функции, кроме того, непрерывно зависят от 0t  на отрезке ],[ ba . 

Определение 1.1.7. Экспонентой квадратной матрицы  P  называется 

матрица 

,
!

...
!

...
!2 0

2

∑
∞

=
=+++++=

k

kn
P

k

P

n

PP
PEe                       (1.1.11) 

где EP =0 .  

Ряд, определяющий Pe , сходится для всех P ,   причем  матрица Pe  является 

невырожденной матрицей. Если матрицы A  и B  перестановочны, т.е. BAAB = , 

то имеет место соотношение 
.BABA eee ⋅=+                                             (1.1.12) 

Известно, что если в уравнении (1.1.3a) матрица  )(tP  − постояннa ( )PtP ≡)( , то 

фундаментальную матрицу системы (1.1.3a), нормированную в точке 0=t , 

можно представить в виде 
PtetY =)( .                                               (1.1.13) 

Если рассматривается задaча Коши 

ytP
dt

yd r
r

)(= , 

00 )( Cty
rr = , 

где 0C
r

 − произвольный двумерный вектор, и )(tY − фундаментальная матрица 

системы (1.1.3а), нормированная в точке 0=t , то ee решение можно представить 

в виде 
          0)()( CtYty

rr = .                                             (1.1.14) 
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1.2.   O некоторых свойствах и преобразованиях системы  

Рассматривается следующая двумерная  линейная однородная система 
дифференциальных уравнений  

 




+=′
+=′
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2121111

ytpytpy

ytpytpy
                              (1.2.1) 

где )2,1,()( =jitpij − действительные функции, определенные и непрерывные  на 

отрезке ],[ ba . Имеет место 

Лемма 1.2.1.  Компоненты всякого нетривиального решения системы (1.2.1) 

не могут иметь нуль в одной и той же точке. 

Доказательство. Пусть  
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1

ty

ty
ty

r
− произвольное нетривиальное решение 

системы (1.2.1). Предположим, что существует точка ],[0 bat ∈  так, что 

     0)()( 0201 == tyty .                                                (1.2.2) 

Тогда, если рассмотреть условие (1.2.2) вместе с системой (1.2.1), то мы 

получим задачу Коши. Очевидно, что 







≡

0

0
)(tv  является решением задачи 

(1.2.1), (1.2.2). Согласно теореме о единственности решения задачи Коши для 

линейных систем  мы найдем, что 0)()( 21 ≡≡ tyty , что противоречит условию 

леммы. Лемма доказана. 

Лемма 1.2.2.  Компоненты всякого нетривиального решения системы (1.2.1) 

при 0)()( 2112 ≠⋅ tptp , могут иметь на отрезке ],[ ba  не более конечного числа 

нулей, причем все нули простые. 

Доказательство. Пусть  
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1

ty

ty
ty − произвольное нетривиальное решение 

системы (1.2.1). Предположим, что точка 0t  является кратным нулем для 

компоненты )(1 ty   и, следовательно, 0)()( 0101 =′= tyty . Тогда, так как 0)( 0 ≠tp , то 

из первого уравнения системы (1.2.1) найдем, что 0)( 02 =ty , что невозможно в 

силу леммы 1.2.1. Таким образом, нули компоненты )(1 ty  простые. 

Предположим теперь, что  )(1 ty  имеет на отрезке  ],[ ba  бесконечно много 

нулей −  ...,,...,, 21 nttt . Тогда, по лемме Больцано-Вейерштрасса, из 
последовательности { }nt  можно выделить сходящуюся подпоследовательность 

{ } ,0tt
kn → ],[0 bat ∈ . Не ограничивая общность рассуждений, можно считать, что 

0lim ttn
n

=
∞→

.  Так как 0)(1 =nty , то в силу непрерывности )(1 ty  получим, что 

0)( 01 =ty . По теореме Ролля на каждом интервале ( )1, +nn tt  найдется точка •
nt  

такая, что 0)(1 =′ •
nty . Далее, так как  0ttn → , то и 0ttn →• , и тогда из 

непрерывности )(1 ty′  будет следовать, что 0)( 01 =′ ty , что невозможно, так как 

всякий нуль )(1 ty  согласно вышепроведенным рассуждениям, простой. 
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Аналогично проводится доказательство и для нулей компоненты )(2 ty . Лемма 

доказана. 

Рассмотрим теперь некоторые, полезные преобразования системы (1.2.1), 

необходимые для дальнейших рассуждений. Запишем систему (1.2.1) в виде 
векторного уравнения 

ytP
dt

yd r
r

)(= ,                                                (1.2.3a) 

где 

.
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)(,

)()(

)()(
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2221

1211
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ty
tyy

tptp

tptp
tP

rr
                            (1.2.3b) 

Обозначим через )(tHH =   гладкое ортогональное преобразование двумерного 

пространства. Известно ([1], [2]), что всякое ортогональное преобрaзование в 

двумерном пространстве имеет в фиксированном базисе матрицу вида 








 −
==

)(cos)(sin

)(sin)(cos
)(

tt

tt
tHH

ϕϕ
ϕϕ

.                                          (1.2.4) 

Положим 

                )()()( tztHty
rr = .                                             (1.2.5) 

Так как матрица )(tH  − невырожденная ( )0)(det ≠tH , то существует  )(1 tH −  − 

обратная к )(tH матрица, причем нетрудно найти, что 










−
=−

)(cos)(sin

)(sin)(cos
)(

1

tt

tt
tH

ϕϕ
ϕϕ

. 

Подставив в уравнение (1.2.3a) вместо y
r
 его значение из (1.2.5), а затем 

умножив  полученноe уравнение слева на 1−H , получим 

( ) zPHHzH
dt

d
H

rr 11 −− =′  

или 

zPHHH
dt

d
H

dt

zd r
r








 +−= −− 11 .                                  (1.2.6) 

Обозначим 

).()()()()()( 11 tHtPtHtH
dt

d
tHtQ −− +−=  

Тогда уравнение (1.2.6) запишется в виде 

.)( ztQ
dt

zd r
r

=  

Далее, имеем 

.
0)(

)(0
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)(cos)(sin

)(cos)(sin

)(sin)(cos
)()()(
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Тогда матрица )(tQ примет вид 









=

)()(

)()(
)(

2221

1211

tqtq

tqtq
tQ , 

компоненты которой определятся из соотношений 

),(2sin))()(()(sin)()(cos)()( 21122
12

22
2

1111 ttptpttpttptq ϕϕϕ +++=  

),(2sin))()(()(sin)()(cos)()()( 11222
12

21
2

1212 ttptpttpttpttq ϕϕϕϕ −+−+′=  

)(2sin))()(()(sin)()(cos)()()( 11222
12

12
2

2121 ttptpttpttpttq ϕϕϕϕ −+−+′−= , 

)(2sin))()(()(cos)()(sin)()( 21122
12

22
2

1122 ttptpttpttptq ϕϕϕ +−+= . 

Покажем, что если имеет место условие )()( 2112 tptp −≠ , то можно выбрать )(tϕ так, 

чтобы для матрицы )(tQ  имело бы место условие:  )()( 2211 tqtq ≡ . Действительно, 

из (1.2.7) следует, что выполнение этого условия будет равносильным 

выполнению тождества 

),(2sin))()(()(cos)()(sin)(

)(2sin))()(()(sin)()(cos)(

21122
12

22
2

11

21122
12

22
2

11

ttptpttpttp

ttptpttpttp

ϕϕϕ

ϕϕϕ

+−+≡

≡+++
 

которое после упрощений примет вид 

( ) ( ) ϕϕ 2sin)()(2cos)()( 21121122 tptptptp +=− , 

Отсюда, если )()( 2112 tptp −≠ , то найдем 

)()(

)()(
2

2112

1122

tptp

tptp
tg

+
−

≡ϕ , 

откуда определится и соответствующее значение )(tϕ , а именно 

)()(

)()(
)(

2112

1122

tptp

tptp
arctgt

+
−

≡ϕ .                                        (1.2.8) 

Итак, если )()( 2112 tptp −≠ , то систему (1.2.1) преобразованием (1.2.5)  можно 

привести к равносильной системе вида 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

212

211

ztpztrz

ztqztpz
                                     (1.2.9) 

где  )()()( 2211 tqtqtp ≡≡ ,  )2,1,()(),()(),()( 2112 =≡≡ jitqtqtrtqtq ij  определяются из 

соотношений (1.2.7), в которых функция )(tϕ  определяется формулой (1.2.8).  

Если же в соотношениях (1.2.7) принять 

( ) ,)()(
2

1
)( 1221 dttptpt ∫ −≡ϕ                            (1.2.10) 
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то в матрице )(tQ  окажутся равными коэффициенты )(12 tq  и )(21 tq .  

И, следовательно, в этом случае система (1.2.1) приведется к виду 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

212

211

ztrztqz

ztqztpz
                                   (1.2.11) 

где  )()( 11 tqtp ≡ ,  )2,1,()(),()(),()()( 222112 =≡≡≡ jitqtqtrtqtqtq ij   − определяются из 

соотношений (1.2.7), а функция )(tϕ − из соотношения (1.2.10). Таким  образом, 

система (1.2.1) всегда может быть сведена к виду (1.2.11), а при условии 

)()( 2112 tptp −≠ , и к виду (1.2.9). Следовательно, для изучения некоторых свойств 

системы (1.2.1), достаточно ограничиться рассмотрением указанных свойств 

для систем типа (1.2.9) и (1.2.11). Системы (1.2.9) и (1.2.11), для удобства 
дальнейшего изложения, будем называть системами соответственно 1-ого и  

2-ого типа. 

Лемма 1.2.3. Если в системе (1.2.1) коэффициенты )(12 tp  и )(21 tp не являются 

тождественными нулями, то существует матрица 

    







=

0)(

)(0
)(

0

0

tr

tp
tR                                           (1.2.12) 

 такая, что уравнение (1.2.3a) равносильно уравнению 

ztRz
rr

)(=′ .                                                 (1.2.13) 

Доказательство.  Представим матрицу  )(tP  в виде 

)()()( 10 tPtPtP += , 

где 

      







=








=

0)(

)(0
)(,

)(0

0)(
)(

.22

12

1

22

11

0
tp

tp
tP

tp

tp
tP .                      (1.2.14) 

Примем 

        
∫

=

t

t

dP

etQ 0

0 )(

)(

ττ

,                                             (1.2.15) 

где 0t  − произвольная точка из отрезка ],[ ba . Учитывая определение 

экспоненты матрицы, найдем, что матрицы )(tQ  и )(0 tP  перестановочны, причем 

)()()( 0 tPtQtQ =′ . Воспользуемся подстановкой 

)()()( tztQty
rr = .                                           (1.2.16) 

Тогда уравнение (1.2.3a) запишется в виде 

ztQtPztQtPztQztQ
rrrr

)()()()()()( 10 +=′+′ . 
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Так как матрица )(tQ − невырожденная, то существует обратная к ней матрица 
)(1 tQ − . Умножив слева обе части последнего равенства на )(1 tQ − , и, учитывая, 

что )()()( 0
1 tPtQtQ ≡′− , получим 

ztRztQtPtQz
rrr

)()()()( 1
1 ==′ − , 

где   

).()()()( 1
1 tQtPtQtR −≡                                                         (1.2.17) 

Непосредственной проверкой нетрудно убедиться в том, что матрица )(tR  имеет 
вид, указанный в лемме. Лемма доказана. 

Из леммы 1.2.3 и соотношений (1.2.12)-(1.2.17) следует, что система (1.2.1) 

при условии, что коэффициенты )(12 tp  и )(21 tp не являются тожественными 

нулями, равносильна системе 





=′
=′

,)(

,)(

102

201

ztrz

ztpz
                                             (1.2.18) 

в которой 

( ) ( )∫∫ −−

==

t

t

t

t

dppdpp

etptretptp 0

2211

0

1122 )()(

210

)()(

120 )()(,)()(

ττττττ

,                (1.2.19) 

т.е. всякому решению   системы (1.2.18)  соответствует одно и только одно 

решение   системы (1.2.1), задаваемое формулами 

,)()( 0

11 )(

11

∫

=
t

t

dp

etzty
ττ

                                            (1.2.20a) 

∫

=
t

t

dp

etzty 0

22 )(

12 )()(
ττ

,                                                         (1.2.20b) 

где ],[0 bat ∈ . Верно и обратное. 

Для удобства дальнейшего изложения, систему (1.2.18) будем называть  

канонической для системы (1.2.1). 

Из соотношений (1.2.20a) и (1.2.20b) вытекает 
Следствие. Нули и знаки компонент )(1 ty  и )(2 ty  любого нетривиального 

решения системы (1.2.1) совпадают  с нулями и знаками  компонент )(1 tz  и 

)(2 tz  соответствующего ему решения канонической системы (1.2.18). 

   Замечание.   Если рассматриваемая система (1.2.1) I-ого типа, т.е. имеет вид, 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

212

211

ytpytry

ytqytpy
                                (1.2.21a) 

то тогда соотнoшения (1.2.19) примут вид 

)()(),()( 00 trtrtqtp == ,                              (1.2.21b) 
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и, следовательно, будем иметь, что 

)()()()( 00 trtqtrtp ≡ ,                                   (1.2.21c) 

причем соответствующие компоненты решений систем (1.2.21a) и (1.2.18), как 

нетрудно проверить, будут удовлетворять соотношению 

)()()()( 1221 tztytzty ≡ .                                (1.2.21d) 

Если же система (1.2.1) II-ого типа, т.е. имеет вид 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

212

211

ytrytqy

ytqytpy
                                 (1.2.22a) 

то тогда соотношения (1.2.19) примут вид 

( ) ( )
,)()(,)()( 00

)()(

0

)()(

0

∫ −∫ −

==
t

t

t

t

drpdpr

etqtretqtp
ττττττ

                 (1.2.22b) 

откуда найдем, что 

)()()( 2
00 tqtrtp ≡ .                                      (1.2.22c) 

Каноническая система (1.2.18), к которой можно свести любую систему вида 
(1.2.1), в свою очередь, может быть преобразована к различным 

дифференциальным уравнениям. Имеет место 

Лемма 1.2.4. Всякому нетривиальному решению  )0)((,
)(

)(
)( 1

2

1 ≠







= ty

ty

ty
ty  

системы 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy
                                             (1.2.23) 

соответствует решение )(tu  следующего уравнения Риккати 

0)()( =−+′ trutpu                                       (1.2.24) 

Верно и обратное. 

Доказательство.  Предположим, что  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty − некоторое нетривиальное 

решение системы (1.2.23) и 0)(1 ≠ty . Тогда будем иметь систему тождеств 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
                                       (1.2.25) 

Умножив первое тождество (1.2.25) на )(2 ty , а второе на )(1 ty , затем вычтя из 
первого второе, получим 

).()()()()()()()( 2
1

2
21221 tytrtytptytytyty −≡′−′  

Разделив полученное тождество на 0)(2
1 ≠ty , получим 
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),(
)(

)(
)(

)(

)()()()(
2

1

2

2
1

1221 tr
ty

ty
tp

ty

tytytyty
−








≡

′−′
 

или 

.0)(
)(

)(
)(

)(

)(
2

1

2

1

2 ≡−







+

′














tr

ty

ty
tp

ty

ty
 

Приняв 

,
)(

)(
)(

1

2

ty

ty
tu ≡  

получим уравнение (1.2.24), что и требовалось доказать. 

Докажем теперь обратное. Пусть )(tu − некоторое нетривиальное решение 
уравнения (1.2.24). Примем 

,)( 0

)()(

1

∫
=

t

t

dup

Cety

ψττ

 

где C − отличная от нуля произвольная постоянная, а 
0

t − некоторая   точка из 
отрезка ],[ ba . Очевидно, что 0)(

1
≠ty  и является общим решением следующего 

линейного однородного уравнения 
,)()( ytutpy =′  

и, следовательно, будем иметь 

    )()()()(
11

tytutpty ≡′ .                                           (1.2.26) 

Далее, если принять 

      )()()(
12

tytuty ≡ ,                                              (1.2.27) 

 то тождество (1.2.26) запишется в виде 
      )()()(

21
tytpty ≡′ .                                        (1.2.28) 

С другой стороны, )(tu , по предположению,  является решением уравнения 

(1.2.24). Тогда, с учетом соотношения (1.2.27), будем иметь 

0)(
)(

)(
)(

)(

)(
2

1

2

1

2 ≡−







+

′









tr

ty

ty
tp

ty

ty
 

или 

.0)(
)(

)(
)(

)(

)()()()(
2

1

2

2

1

2112 ≡−







+

′−′
tr

ty

ty
tp

ty

tytytyty
 

Далее, подставив в это тождество значение )(
1

ty′  из соотношения (1.2.28),  

получим 

0)(
)(

)(
)(

)(

)()()(
2

1

2

2
1

2
212 ≡−








+−′

tr
ty

ty
tp

ty

tytyty
 

или 
).()()(

12
tytrty ≡′  

Учитывая также и соотношение (1.2.28), получим что  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
 является 

решением системы (1.2.23), что и требовалось доказать. Лемма доказана. 
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Покажем теперь, что путем введения вспомогательной комплекснозначной 

функции от действительного переменного, каноническую систему (1.2.23) 

также можно свести  к равносильному дифференциальному уравнению первого 

порядка. Имеет место 

Лемма 1.2.5. Система (1.2.23)  равносильна уравнению 

    ,0)()(
00

=++′ ztrztpz                                          (1.2.29) 

где 

                                          ,
2

)()(
)(,

2

)()(
)(

00

tptr
itr

tptr
itp

+−=−=                              (1.2.30) 

1),()()(
21

−=+= itiytytz − мнимая единица, 

а именно, всякому действительному решению системы (1.2.23)  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
 

соответствует решение уравнения (1.2.29) )()()(
21

tiytytz += , и, наоборот, 

всякому решению уравнения (1.2.29) )(tz  соответствует действительное 

решение системы (1.2.23),  выражаемой формулой 

.
)(Im

)(Re
)( 








=

tz

tz
ty

r
 

Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− произвольное решение системы (1.2.23). 

Тогда будем иметь систему тождеств 





≡′
≡′

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

Умножив второе тождество на i , затем сложив оба тождества, будем иметь 

.0)()()()()()(
1221

≡−−′+′ tytirtytptyity  

Последнее тождество можно преобразовать  к виду 

                     ( ) ( )( ) ( )( ) .0)()()()(
2

)()()()(
2

)()(
212121

≡−+−+−+′+ tiytytrtp
i

tiytytrtp
i

tiyty       (1.2.31) 

Если теперь принять в тождестве (1.2.31) 

),()()(,
2

)()(
)(,

2

)()(
)(

2100
tiytytz

tptr
itr

tptr
itp +=+−=−=  

и учесть, что )()()(
21

tiytytz −= , то получим, что )(tz  является решением уравнения 

(1.2.29). Обратное, пусть )(tz − решение уравнения (1.2.29), и 

).(Im)(),(Re)(
21

tztytzty ==  Тогда, подставив в тождество 

0)()()()()( 00 ≡++′ tztrtztptz  
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значения )(),(
0

tptz  и )(
0

tr  из соотношений (1.2.30), получим 

0)()()()()()(
1221

≡−−′+′ tytirtytptyity , 

откуда найдем, что 





≡′
≡′

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty

 

Последнее означает, что  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− решение системы (1.2.23). Лемма 

доказана. 

 

1.3.  О свойствах решений систем  с знакопостоянными коэффициентами 

Рассмотрим каноническую систему 

    



=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy
                                           (1.3.1) 

где )(),( trtp − действительные функции, определенные и непрерывные на отрезке 
],[ ba . Поскольку рассматриваемая система является частным случаем системы 

1.2.1, то из лемм 1.2.1 и 1.2.2 будут следовать следующие утверждения: 

Утверждение 1.3.1. Компоненты всякого нетривиального решения системы 

(1.3.1) не могут иметь нуль в одной и той же точке. 

Утверждение 1.3.2.  Компоненты всякого нетривиального решения системы 

(1.3.1) при 0)()( ≠trtp , могут иметь на отрезке ],[ ba  не более конечного числа 

нулей, причем все нули простые. 

Непосредственной подстановкой можно убедиться и в том, что имеют место 

Утверждение 1.3.3. Если пара ( ))(),(
21

tutu  является решением системы (1.3.1), 

то пара 







)(,

)(
2

1 tu
c

tu
является решеним системы 








=′

=′

,)(

,
)(

12

21

ytcry

y
c

tp
y

 

где c − заданная постоянная. 

Утверждение 1.3.4. Если  пара ( ))(),(
21

tutu  является решением системы (1.3.1), 

то  пара ( ))(),(
21

ctuctu  является решеним системы 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

yctcry

yctcpy

 

где c − заданная постоянная. 

Утверждение 1.3.5.  Если  пара ( ))(),(
21

tutu является решением системы (1.3.1), 

то  пара ( )))(()),((
21

tutu ϕϕ  является решеним системы 





′=′
′=′

,))(()(

,))(()(

12

21

ytrty

ytpty

ϕϕ
ϕϕ

 
где ))(())(()(],,[ trDtpDtbaC I∈∈ ϕϕ - заданная функция. 
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Далее, для рассматриваемой системы (1.3.1) имеет место 

Теорема 1.3.1. Если в системе (1.3.1) )(tp   è )(tr  знакопостоянны на отрезке 

],[ ba , то нуль одной компоненты всякого нетривиального решения системы 

(1.3.1) на интервале ),( ba  является точкой экстремума для другой компоненты 

этого же решения. 

Доказательство.  Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− произвольное нетривиальное решение 

системы (1.3.1), а 
0

t  − нуль второй компоненты ( )),(,0)(
002

batty ∈= . Заметим, что 

)(
2

ty  не может иметь один и тот же знак и слева и справа от 
0

t , так как в этом 

случае точка 
0

t  окажется точкой экстремума для )(
2

ty , и мы получим, что 

0)(
02

=′ ty . Но тогда из второго уравнения системы (1.3.1) найдем, что 0)(
01

=ty , а 

это невозможно в силу утверждения 1.3.1. Значит, )(
2

ty  имеет по разные 
стороны от 

0
t  разные знаки, и, так как функция )(tp  знакопостоянна на отрезке 

],[ ba , то из первого уравнения системы (1.3.1) будет следовать, что )(
1

ty′  при 

переходе через точку 
0

t  меняет свой знак, причем, 0)()()(
02001

==′ tytpty , а значит, 
точка 

0
t является точкой экстремума для )(

1
ty . Аналогично доказывается, что 

нуль первой компоненты всякого нетривиального решения системы (1.3.1) 

является точкой экстремума для второй. Теорема доказана. 

Из доказанной теоремы вытекает следующее экстремальное свойство 

компонент решений рассматриваемой канонической системы. А именно, если 

рассмотреть следующую задачу Коши 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy

 
,)(,0)(

0201
ctyty ==  

где )(),( trtp  − действительные знакопостоянные  функции, определенные и 

непрерывные на отрезке ],[ ba , c − некоторая постоянная, то согласно теореме 
1.3.1, значение c будет экстремальным для компоненты )(

2
ty . Очевидно, что 

характер экстремальности (минимум или максимум) будет зависеть  как от 
знаков коэффициентов, так и от знака постоянной c . Нетрудно доказать, что в 

случае 0)()( >trtcp мы будем иметь максимум, а при 0)()( <trtcp  − минимум.  

В частности, при 0,0)(,0)( <>> ctrtp или 0,0)(,0)( ><> ctrtp ,  или 0,0)(,0)( >>< ctrtp , 

или 0,0)(,0)( <<< ctrtp  значение c будет минимальным для компоненты )(
2

ty ,в 

остальных случаях -максимальным. Действительно, допустим, что имеет место 

случай 0,0)(,0)( ><< ctrtp  (остальные случаи рассматриваются аналогично). Так 

как точка 
0

t  в силу условий задачи являeтся нулем компоненты )(
1

ty , то 

согласно теореме 1.3.1, 
0

t  будет являться точкой экстремума для компоненты 

)(
2

ty . С другой стороны, поскольку 0>c , то в силу непрерывности )(
2

ty  ее 
значение в некоторой окрестности точки 

0
t  также будет положительным. Но 

тогда из первого уравнения системы будет следовать, что в некоторой 

окрестности точки 
0

t  0)(
1

<′ ty ,  а значит в этой окрестности компонента )(
1

ty  

убывает. Следовательно, слева от точки 
0

t )(
1

ty  будет принимать 
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положительные, а справа − отрицательные значения. В этом случае, из второго 

уравнения системы будет следовать, что слева от точки 
0

t   0)(
2

>′ ty , а справа−  

0)(
2

<′ ty . А это значит, что 
0

t   является точкой максимума для компоненты )(
2

ty . 

Аналогично, рассматривая задачу Коши 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy

 
,0)(,)(

0201
== tycty  

при тех же предположениях относительно коэффициентов  )(tp  и )(tr , мы 

найдем, что значение c  будет экстремальным для компоненты )(
1

ty . Как и в 

рассмотренном выше случае при 0)()( >trtcp  мы будем иметь максимум для 

компоненты )(
1

ty  а при 0)()( <trtcp − минимум. Таким образом, из теоремы 1.3.1 

вытекает  
Следствие.  Если рассматривается задача Коши для системы уравнений 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy
 

причем начальные условия имеют вид 
( ),0)(,)(,)(,0)(

02010201
==== tyctyctyty  

и при ),( bat ∈  имеет место условие 

0)()( ≠trtcp , 

то значение c  является экстремальным для компоненты )(
2

ty (соответственно 

)(
1

ty ). 

Теорема 1.3.2. Между всякими соседними нулями любой из компонент 

всякого нетривиального решения системы (1.3.1) при 0)()( ≠trtp , находится 

ровно один нуль другой компоненты того же решения (нули компонент 

перемежаются). 

Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty  - произвольное нетривиальное решение 

системы (1.3.1). Не теряя общности рассуждений, предположим, что 1t  и  

2t  − соседние нули )(2 ty , т. е. 0)()( 2212 == tyty и 0)(2 ≠ty при ),( 21 ttt ∈ (аналогично 

проводится доказательство и в случае 0)()( 2111 == tyty ). Заметим, что 

относительно функции )(2 ty  на отрезке ],[
21

tt  имеют место условия теоремы 

Ролля. Тогда, применив ее, найдем, что существует по крайней мере одна такая 

точка ),(
210

ttt ∈ , что 0)( 02 =′ ty . Но тогда, так как в силу условия теоремы 0)( ≠tr , то 

из второго уравнения системы (1.3.1) получим, что 0)( 01 =ty . Следовательно, 

)(1 ty  имеет по крайней мере один нуль на интервале ),(
21

tt . Теперь предположим, 

что )(1 ty имеет на интервале ),( 21 tt  более одного нуля, и пусть 3t  и 4t   

( 2431 tttt <<< )− два его соседних нуля. Тогда, вновь воспользовавшись теоремой 

Ролля, найдем, что )(2 ty  имеет на интервале ),( 43 tt , а, следовательно, и на 

интервале ),( 21 tt , хотя бы один нуль, что противоречит предположению о том, 
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что 1t  и 2t  - соседние нули )(2 ty . Следовательно, )(1 ty  имеет на интервале ),( 21 tt  

ровно один нуль. Теорема доказана. 

Приведем примеры, иллюстрирующие утверждения теорем 1.3.1 и 1.3.2. 

Пример 1. Пусть в системе (1.3.1) 22 )(,)( ntrmtp −=−= , 0,, ≠∈ mnRnm .  

В данном случае 0)()( ≠trtp  на любом отрезке ],[ ba , и система (1.3.1) будет иметь 

следующий вид 





=′
−=′

.

,

1

2

2

2

2

1

yny

ymy

 

Дифференцируя по t  второе уравнение, и, учитывая первое, найдем 

0
2

22

21

2

2
=+′′=′−′′ ynmyyny . 

Характеристическое уравнение для полученного линейного однородного 

уравнения второго порядка будет иметь вид 

0222 =+ nmλ , 

откуда найдем 

imn±=2,1λ . 

И, следовательно, общее решение рассматриваемой системы можно 

представить в виде 

.)sin()(

),cos()(

2

1

ϕ

ϕ

+=

+=

mnt
m

An
ty

mntAty

 

где A  и ϕ
 − произвольные постоянные. Из структуры полученных решений 

следует, что нуль любой компоненты всякого нетривиального решения 

рассматриваемой системы является точкой экстремумa  для другой 

компоненты, причем нули компонент )(
1

ty  и )(
2

ty перемежаются. 

Пример 2. Рассмотрим систему 





=′
−=′

.)(

,)(

12

21

ytqy

ytqy

                                               
(1.3.2) 

где )(tq − действительная, непрерывная и знакопостоянная на некотором отрезке 

],[ ba функция. В рассматриваемом случае )()()( tqtrtp −≡−≡  и, следовательно, 

коэффициенты системы на отрезке ],[ ba  будут иметь разные знаки. Для решения 

системы (1.3.2) воспользуемся преобразованием  )()()(
21

tiytytz += , описанным в 

лемме 1.2.5. Система в этом случае сведется к уравнению 
.)( ztiqz =′  

Решая это уравнение методом разделения переменных, и, используя формулу 

Эйлера  ( )zize iz sincos +=− , найдем 

.)(sin)(cos)(
00

0

)(

















∫+








∫=

∫
=

t

t

t

t

t

t

dqi

dqidqCCetz ττττ
ττ
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Следовательно, общее действительное решение рассматриваемой системы  

можно записать в виде  

,)(cos)(
0

1 







∫=
t

t

dqCty ττ  

,)(sin)(
0

2 







∫=
t

t

dqCty ττ  

где C − произвольная постояная, ],[
0

bat ∈ .  Из полученных соотношений для 

компонент )(
1

ty  и )(
2

ty  также следует, что нуль любой компоненты всякого 

нетривиального решения рассматриваемой системы является точкой 

экстремума для другой компоненты, причем нули )(
1

ty  и )(
2

ty  перемежаются. 

Теорема 1.3.3. Если в системе (1.3.1) 0)()( >trtp на отрезке ],[ ba , то наличие 

нуля на отрезке ],[ ba  у  одной из компонент произвольного нетривиального 

решения системы (1.3.1) исключает существование других нулей у компонент  

этого же решения на отрезке ],[ ba . 

Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty  − произвольное нетривиальное решение 

системы (1.3.1). Тогда будем иметь систему тождеств 





≡′
≡′

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

Умножив первое тождество этой системы на )(
2

ty , а второе − на )(
1

ty , затем 

сложив полученные, найдем 

( ) 2

2

2

121 )()( ytrytpyy −−=′ .                                      (1.3.3) 

Так как, согласно условию теоремы, )(tp  и )(tr  на отрезке ],[ ba  имеют 
одинаковые знаки, то в полученном тождестве правая часть, а значит, и левая, 

будут иметь при ],[ bat ∈  один и тот же знак. А это означает, что функция 

)()( 21 tyty ⋅  при ],[ bat ∈   будет либо строго возрастающей (при 0)( <tp  и 0)( <tr ), 

либо строго убывающей ( 0)( >tp  и 0)( >tr ). Отсюда следует, что функция 

)()( 21 tyty ⋅  может иметь нуль на отрезке  ],[ ba   только в одной точке, причем 

наличие общего нуля у обеих компонент, согласно утверждению 1.3.1, 

невозможно. Теорема доказана. 

Замечание. Из соотношения (1.3.3) следует, что если в системе (1.3.1) 0)( >tp

и 0)( >tr  ( 0)( >tp  и 0)( >tr ), то функция )()( 21 tyty ⋅
 
при ],[ bat ∈  будет 

возрастающей (убывающей) на отрезке ],[ ba , и, следовательно, для любого 

],( bat ∈  будем иметь 

( ))()()()(),()()()(
21212121

ayaytytyayaytyty ⋅<⋅⋅>⋅ . 

 

Проиллюстрируем утверждение теоремы 1.3.3 на следующих  примерах. 
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Пример 3.  Предположим, что в системе (1.3.1) 0,,,)(,)( 22 ≠∈== mnRnmnxrmxp .  

В рассматриваемом случае  0)()( >trtp . Систему (1.3.1) при этом можно записать 

в виде 





=−′
=−′

.0

,0

1

2

2

2

2

1

yny

ymy
 

Дифференцируя по t  первое уравнение, и, учитывая второе, найдем 

.0
1

22

12

2

1
=−′′=′−′′ ynmyymy  

Характеристическое уравнение для полученного линейного однородного 

уравнения второго порядка будет иметь вид 

0222 =− nmλ , 

откуда найдем   
mn±=2,1λ ,   

и, следовательно, общее решение рассматриваемой системы можно записать в 

виде 

( ),)(

,)(

212

211

mntmnt

mntmnt

eCeC
n

m
ty

eCeCty

−

−

−=

+=
 

где 
1

C  и 
2

C − произвольные постоянные. Очевидно, что первая компонента будет 
иметь нуль при условии, что 0/

12
<CC , а вторая − при выполнении условия 

0/
12

>CC , исключающего предыдующий. Следовательно,  в рассматриваемом 

случае каждая из компонент всякого нетривиального решения системы может 
иметь нуль на всей оси, и тем более на любом отрезке ],[ ba , не более, чем в 

одной точке, причем этот нуль будет единственным для обеих компонент. 
Пример 4. Рассматривается следующая система 








=′

=′

.
2

,

122

21

y
t

y

yy

                                                 
(1.3.4) 

В данном случае  01)( >≡tp  и  0
2

)(
2

>=
t

tr  при 0≠t , и, следовательно, 0)()( >trtp   

при 0≠t . Умножив первое уравнение на )(
2

y− , а второе на 
1

y , затем сложив 

полученные, будем иметь 

.0
2 2

2

2

122112
=+−′−′ yy

t
yyyy  

Разделив полученное уравнение на 2

1
y , получим 

.0
2

2

1

2

2

1

2 =







+−

′










y

y

ty

y
 

Обозначим 

,
)(

)(
)(

1

2

ty

ty
ty =  
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тогда уравнение (1.3.5) запишется в виде 

         .0
2

2

2 =−+′
t

yy                                               (1.3.7) 

Полученное уравнение является уравнением Риккати ([13, стр. 30]). Будем 

искать его частное решение  в виде 

  
t

C
ty 0

0
)( = ,                                                 (1.3.8) 

где 
0

C  − некоторая постоянная. Для определения значения постоянной 
0

C , 

подставим 
0

y  вместо y  в уравнение (1.3.7). Получим 

,0
2

22

2

0

2

0 =−+−
tt

C

t

C
 

или 
,02

0

2

0
=−− CC  

откуда найдем 1
0

−=C  или  2
0

=C . Примем в соотношении (1.3.8) 1
0

−=C  и 

воспользуемся подстановкой 

.
11

zt
y +−=                                                   (1.3.9) 

Тогда уравнение (1.3.7) примет вид 

0
21211

22222
=−+−+

′
−

tztztz

z

t
 

или 

1
2 =+′ z
t

z .                                                (1.3.10) 

Нетрудно найти, что общее решение соответствующего (1.3.10) однородного 

уравнения 

0
2 =+′ z
t

z  

можно представить в виде 

20
)(

t

C
tz = , 

где C − произвольная постоянная. Для определения частного решения 

неоднородного уравнения (1.3.10), воспользуемся методом вариации 

постоянной, а именно, будем искать частное решение (1.3.10) в виде 

2

)(
)(

t

tC
tz = .                                                (1.3.11) 

Подставив это значение в уравнение (1.3.10), получим 

1)(
2)(2)(

34

2

=+−′
tC

tt

ttCttC
 

или 
2)( ttC =′ . 

Отсюда найдем, что 

1

3

3
)( C

t
tC += , 

где 
1

C − произвольная постоянная. Тогда, учитывая (1.3.11), будем иметь 

.
3

3)(
2

1

2

1

3

t

Ct

t

C
t

tz +=
+

=  
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Воспользовавшись соотношением (1.3.9), найдем 

2

3

231
)(

Ct

t

t
ty

+
+−= , 

или, согласно (1.3.6), 

,
31

)(

)(

2

3

2

1

2

Ct

t

tty

ty

+
+−=  

где 
2

C − произвольная постоянная. Так как, согласно первому уравнению 

системы (1.3.4), 
21

yy =′ , то для определения )(
1

ty   из последнего соотношения 

получим уравнение 

.
31

2

3

2

11 








+
+−=′

Ct

t

t
yy  

Решая его методом разделения переменных, и, учитывая то, что )()(
12

tyty ′= , 

получим 

      ,)( 42

31

t

C
tCty +=                                            (1.3.12a) 

       ,2)(
2

4

32

t

C
tCty −=                                                       (1.3.12b) 

где 
3

C  и 
4

C − произвольные постоянные. 

Из соотношений (1.3.12а) и (1.3.12b) следует, что нули компонент )(
1

ty  и )(
2

ty  

будут находиться по разные стороны от нуля. И, следовательно, наличие нуля у 

одной из компонент в одной части числовой прямой (справа или слева от нуля, 

т. е. там, где 0)()( >trtp , исключает существование нуля у другой компоненты в 

этой же части. 

Пример 5. Рассматривается следующая система 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytqy

ytqy
 

где )(tq − действительная, непрерывная и знакопостоянная на некотором отрезке 
],[ ba  функция. В данном случае )()()( tqtrtp ≡≡ , и, следовательно, 0)()( >trtp  для 

любого ],[ bat ∈ .  Сложением и вычитанием уравнений системы получим 

равносильную ей систему 

( ) ( )
( ) ( )





−=′+

−−=′−

.)(

,)(

1212

1212

yytqyy

yytqyy
 

Решая каждое из  уравнений полученной системы методом разделения 

переменных, нетрудно найти, что 













∫
=+

∫
=−

−

−

,

,

0

)(

12

0

)(

12

t

t

dq

t

t

dq

Beyy

Aeyy

ττ

ττ

 

где A  и B  − произвольные постоянные, 
0

t − произвольная точка из отрезка ],[ ba . 

Отсюда легко найти, что  общее решение рассматриваемой системы можно 

представить в виде: 
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∫
−

∫
=

∫
+

∫
=

−

−

,)(

,)(

0

)(

2

0

)(

12

0

)(

2

0

)(

11

t

t

dq

t

t

dq

t

t

dq

t

t

dq

eCeCty

eCeCty

ττττ

ττττ

 

где 
1

C , 
2

C − произвольные постоянные. Из полученных соотношений для 

компонент )(
1

ty  и )(
2

ty  следует, что первая из них может  иметь нуль только при 

выполнении условия −  0/
12

>CC , тогда как вторая − при 0/
12

<CC . Следовательно,  

наличие нуля у одной из компонент исключает существование нуля у другой.  

 

1.4.  О свойствах решений систем  с знакопеременными коэффициентами 

 

Рассмотрим вновь систему (1.3.1) в предположении, что ее коэффициенты  

имеют нули на рассматриваемом отрезке. Имеет место 

Лемма 1.4.1. Простой нуль ),(
0

bat ∈  функции )(tp  является либо точкой 

экстремума для первой компоненты, либо нулем для второй компоненты 

всякого нетривиального решения системы  (1.3.1). 

Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty − произвольное нетривиальное решение 

системы (1.3.1). Предположим, что точка ),(
0

bat ∈  является простым нулем для 

)(tp , т. е. 

0)(,0)(
00

≠′= tptp .                                       (1.4.1) 

Тогда из первого уравнения системы (1.3.1) будет следовать, что 0)(
01

=′ ty . 

Возможны два случая: 

а) )(
1

ty′  меняет свой знак при переходе через точку 
0

t  и, следовательно, точка 

0
t  является точкой экстремума для )(

1
ty . 

b) )(
1

ty′ не меняет свой знак при переходе через точку 
0

t . Тогда, так как )(tp  

меняет свой знак при переходе через точку 
0

t , то из первого уравнения системы 

(1.3.1) будет следовать, что )(
2

ty  также меняет свой знак при переходе через 
точку 

0
t , а значит 0)(

02
=ty . Лемма доказана. 

Аналогичным образом доказывается и 

Лемма 1.4.2. Простой нуль ),(
0

bat ∈  функции )(tr  является либо точкой 

экстремума для второй компоненты, либо нулем для первой компоненты 

всякого нетривиального решения системы  (1.3.1). 

Следствие 1. Простой нуль ),(
0

bat ∈  одной из функций )(tp и )(tr является либо 

точкой экстремума либо нулем для одной из компонент всякого 

нетривиального решения системы  (1.3.1). 

Следствие 2. Если точка  ),(
0

bat ∈ является простым нулем одновременно для 

функций )(tp и )(tr , то она является либо точкой экстремума одновременно для 

обеих компонент, либо нулем и точкой экстремума для одной из компонент 

всякого нетривиального решения системы  (1.3.1). 
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Действительно, из лемм 1.4.1 и 1.4.2 следует, что возможны следующие 

случаи: 

1. точка 
0

t  является одновременно точкой экстремума для обеих компонент; 
2. точка 

0
t  является точкой экстремума и одновременно нулем для одной из 

компонент; 
3. точка 

0
t  является одновременно нулем для обеих компонент. 

Однако, следует заметить, что в силу утверждения 1.3.1, третий случай 

невозможен. 

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие утверждения лемм 1.4.1 и 1.4.2. 

Пример 6. Рассматривается следующая система 





=−′
=−′

.0

,0

12

21

tyy

tyy
 

В данном случае ttrtp ≡≡ )()(  и система является частным случаем системы, 

рассмотренной в примере 5. Следовательно, общее решение рассматриваемой 

системы можно записать в виде: 

,)(

,)(

2

2

2

2

2

12

2

2

2

2

2

11

tt

tt

eCeCty

eCeCty

−

−

−=

+=
 

 

где 
1

C , 
2

C − произвольные постоянные. Нетрудно убедиться в том, что точка ,0=t  

являющаяся нулем для функций )(tp и )(tr , является также точкой экстремума 

для каждой из компонент )(
1

ty  и )(
2

ty . Действительно, имеем 

.0)0(,)(

,0)0(,)(

2

2

2

2

2

2

12

1

2

2

2

2

2

11

=′







+=′

=′







−=′

−

−

yeCeCtty

yeCeCtty

tt

tt

 

А, значит, 0=t  является критической точкой для каждой из компонент.  
С другой стороны, очевидно, что производные )(

1
ty′  и )(

2
ty′  при переходе через 

точку 0=t  меняют свои знаки. Следовательно, точка 0=t  является точкой 

экстремума для каждой из компонент )(
1

ty  и )(
2

ty . 

Пример 7. Рассмотрим следующую систему 





=⋅−′
=⋅+′

.0cos

,0sin

12

21

yty

yty
 

Как было показано в примере 2, общее решение этой системы можно записать  

в виде 

),cos(cos)(

),sin(cos)(

2

1

ϕ
ϕ

+=
+=

tAty

tAty
 

где ϕ,A − произвольные постоянные. В данном случае ttrtp sin)()( −≡−≡ , и, 

следовательно, точки )( Znnt
n

∈= π  являются простыми нулями одновременно для 

каждого из коэффициентов )(tp  и )(tr . Непосредствеными вычислениями 

нетрудно убедиться в в том, что каждый из этих нулей будет являться либо 
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точкой экстремума для каждой из компонент решений, либо нулем и точкой 

экстремума для одной из компонент. 
Лемма 1.4.3. Если ],[, 2 baCrp ∈  и  точка ),(

0
bat ∈  является кратным  нулем для 

функции )(tp  ( )(tr ), то она  является точкой перегиба для первой (второй)   

компоненты  всякого нетривиального решения системы  (1.3.1). 

Доказательство. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty − произвольное нетривиальное решение 

системы (1.3.1). Предположим, что точка ),(
0

bat ∈  является кратным нулем для 

)(tp , и, следовательно, 

.0)()(
00

=′= tptp                                            (1.4.2) 

Тогда из первого уравнения системы (1.3.1) найдем, что 

        .0)(
01

=′ ty                                                     (1.4.3) 

Продифференцировав по t  первое уравнение системы (1.3.1), получим 

.0)()(
221

=′−′−′′ ytpytpy  

Подставив в это уравнение вместо t  значение 
0

t , и, учитывая (1.4.2), найдем, 

что 

.0)(
01

=′′ ty                                                (1.4.4) 

Из соотношений (1.4.3) и (1.4.4) слeдует, что точка 
0

t  является точкой перегиба 

для )(
1

ty . Аналогично доказывается лемма и в случае кратного корня )(tr . 

Следствие. Если ],[, 2 baCrp ∈  и  точка ),(
0

bat ∈  является одновременно 

кратным  нулем для функций )(tp  и )(tr , то она  является точкой перегиба для 

каждой из компонент  всякого нетривиального решения системы  (1.3.1). 

Рассмотрим для наглядной иллюстрации утверждения леммы 1.4.3, а также 

следствия из леммы 1.4.3, следующий пример. 

Пример 8. Рассматривается система 





=+′
=−′

.0

,0

1

2

2

2

2

1

yty

yty
 

В данном случае 2)()( ttrtp ≡−≡  и ],[, 2 baCrp ∈ . Заметим, что точка 0
0

=t  является 

кратным нулем одновременно для )(tp  и )(tr . Общее решение рассматриваемой 

системы (см. пример 2) можно записать в виде: 

,
3

cos)(

,
3

sin)(

3

2

3

1








 +=








 +=

ϕ

ϕ

t
Aty

t
Aty

 

где A  и ϕ  − произвольные постоянные. Поскольку 

,
3

sin)(,
3

cos)(
3

2

2

3

2

1 






 +−=′






 +=′ ϕϕ t
Atty

t
Atty  
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то  ,0)0()0(,0)0()0(
2121

=′′=′′=′=′ yyyy  а, значит, точка 0
0

=t  является точкой перегиба 
для каждой из компонент )(

1
ty  и )(

2
ty . 

В конце этого параграфа рассмотрим вопросы, связанные с четностью и 

нечетностью компонент решений системы (1.3.1) в предположении, что 

коэффициенты системы )(tp  и )(tr  определены и непрерывны на всей числовой 

прямой. Тогда, по известному свойству  линейных однородных систем, 

компоненты всякого решения системы также будут определены на всей 

числовой прямой. Предположим, что пара  








)(

)(

2

1

ty

ty
 является решением системы 

(1.3.1).Тогда будем иметь систему тождеств 





≡′
≡′

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty

                                              
 (1.4.5) 

Подставим в эту систему t−  вместо t . Получим 





−−≡−′
−−≡−′

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
                                    (1.4.6) 

Поскольку для любой функции )(tf , определенной и дифференцируемой на 
всей числовой прямой 

[ ] ),()( tftf ′−=′−  

то систему (1.4.6) можно записать в виде 

[ ]
[ ]






−−−≡′−

−−−≡′−

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

Если предположить, что функции )(tp  и )(tr
 

являются нечетными, то 

последнюю систему  можно записать в виде 

[ ]
[ ]






−≡′−

−≡′−

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

Из этой системы в этом случае будет следовать, что  если пара ( ))(),(
21

tyty   

является решением системы (1.3.1), то пара ( ))(),(
21

tyty −−  также является 

решением системы (1.3.1).  

Предположим теперь, что компоненты всякого решения системы являются 

четными функциями, т.е. для любого действительного значения t  имеем 

)()(),()(
2211

tytytyty ≡−≡− . Тогда, вновь подставив в систему (1.3.1) t−  вместо t , и, 

учитывая сделанные предположения, получим 

[ ]
[ ]






−≡′
−≡′

).()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

Сравнив эту систему с системой (1.4.5), найдем, что для любого 

действительного значения t  

)()(),()( trtrtptp −≡−−≡− . 

Последнее означает, что коэффициенты системы (1.3.1) являются нечетными 

функциями. Из вышесказанного следует, что компоненты решения системы 

(1.3.1) будут четными функциями в том и только том случае, когда 
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коэффициенты системы (1.3.1) )(tp  и )(tr − нечетные функции. Для иллюстрации 

этого утверждения рассмотрим следующий пример. Пусть рассматривается 

система 





≡′
=′

,

,

12

21

tyy

tyy
 

в которой ttrtp ≡≡ )()( , и, следовательно, )(tp  и )(tr − нечетные функции. Общее 
решение этой системы можно представить (см. пример 6) в виде 

,)(,)( 2

2

2

2

2

12

2

2

2

2

2

11

tttt

eCeCtyeCeCty
−−

−=+=  

где 
21

,CC − произвольные постоянные. Очевидно, что компоненты полученного 

решения являются четными функциями. 

Предположим теперь, что коэффициенты системы (1.3.1) являются четными 

функциями. Тогда, повторив вышеприведенные рассуждения, мы придем к 

системе 

[ ]
[ ] [ ]






−−≡′−

−≡′−−

,)()()(

),()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

которую можно записать и в виде 

[ ] [ ]
[ ] [ ]






−−≡′−

−−≡′−

.)()()(

,)()()(

12

21

tytrty

tytpty
 

Из последних двух систем будет следовать, что если пара  ( ))(),(
21

tyty  является 

решением системы (1.3.1), то пары  ( )),(),(
21

tyty −−−  и ( )),(),(
21

tyty −−−  также будут 
являться решениями системы (1.3.1). Таким образом, мы получили, что если 

коэффициенты системы (1.3.1) являются четными функциями, a пара функций  

( ))(),(
21

tyty  является решением системы (1.3.1.),   то пары  ( )),(),(
21

tyty −−−  и 

( )),(),(
21

tyty −−−   также являются решениями системы (1.3.1). 

Продемонстрируем сказанное на следующем примере. Рассмотрим систему 
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=′
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2

2
2

1

yty

yty
 

В данном случае 2
)()( ttrtp ≡≡ , и, следовательно, )(tp  и )(tr − четные функции, 

определенные на всей числовой прямой. Общее решение этой системы (см. 

пример 6) можно записать в виде 

,)(,)( 2
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2

2

3

12

2

3

2

2

3

11

tttt

eCeCtyeCeCty
−−

−=+=  

где 
21

,CC − произвольные постоянные. Непосредственной подстановкой 

нетрудно убедиться в том, что пары 

,)()(,)()( 2
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2
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3
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111

tttt

eCeCtytzeCeCtytz +−=−−=+=−=
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и 

,)()(,)()( 2

3

2

2

3

122

2

3

2

2

3

111

tttt

eCeCtytzeCeCtytu −−=−=−−=−−=
−−

 

также являются решениями системы (1.4.7). 
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1.5.  О некоторых свойствах одной канонической  системы 

Этот параграф посвящен  рассмотрению некоторых интересных свойств, 

присущих  каноническим системам вида (1.3.1) в случае, когда )()( tCrtp ≡ , где 

constC = . 
Рассмотрим каноническую систему (1.3.1), записав ее в векторном виде  

,)( ytP
dt

yd r
r

=                                                   (1.5.1) 

где 









==








=

)(

)(
)(,

0)(

)(0
)(

2

1

ty

ty
tyy

tr

tp
tP

rr
. 

В  §1.3 было показано, что если матрица PtP ≡)(  − постоянная и имеет вид 

                                                          






 −
=

0

0
2

2

n

m
P  

где nm,  − произвольные вещественные числа, не равные нулю, то общее 
решение уравнения (1.5.1) можно записать в виде 

( )
( ),cos)(

,cos)(

2

1

ϕ

ϕ

+=

+=

mnt
m

An
ty

mntAty

 

где A  и ϕ  − произвольные постоянные. В случае, когда 









=

0

0
2

2

n

m
P  

общее решение уравнения (1.5.1) (см. пример 3) можно записать в виде 
,)(

211

mntmnt
eCeCty

−+=  

( ),)(
212

mntmnt eCeC
m

n
ty −−=  

где где 
21

,CC − произвольные постоянные.  

Заметим, что для компонент решения уравнения (1.5.1), определяемых 

формулами (1.5.2a) и (1.5.2b), имеет место соотношение 

,
)(

)( 22

2

2

1

2

22

2

2

1
Ay

tr

tp
yy

n

m
y =−=+  

а для компонент решения системы (1.5.1), определяемых формулами (1.5.3а) и 

(1.5.3b) 

.4
)(

)(
21

2

2

2

1

2

22

2

2

1
CCy

tr

tp
yy

n

m
y =−=−  

Рассмотрим теперь функцию 

)(
)(

)(
)()( 2

2

2

1
ty

tr

tp
tytF −= , 

где )(
1

ty  и )(
2

ty - компоненты решения системы (1.5.1). Имеет место 

Лемма 1.5.1. Для того, чтобы значение функции )(tF  не зависело бы от  t   

для всякого решения системы (1.5.1), необходимо и достаточно, чтобы имело 

место соотношение 

)()( tCrtp ≡ , 

где C − некоторая постоянная. 
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Доказательство. Необходимость. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− произвольное решение 

уравнения (1.5.1), тогда будем иметь 
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С учетом этих тождеств, найдем 
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−≡            (1.5.4) 

Если теперь предположить, что функция )(tF  не зависит t ,  то тогда будем 

иметь, что 0)( =′ tF . Из соотношения (1.5.4) будет следовать, что 

0
)(

)( =
′










tr

tp
, 

и, следовательно, 

C
tr

tp =
)(

)(
, 

C − некоторая постоянная.  

Достаточность следует непосредственно из соотношения (1.5.4). Лемма 
доказана. 

Пусть )(tY − фундаментальная матрица системы (1.5.1), нормированная в 

точке 0=t . Известно, что если матрица )(tP − постоянна ( rtrptp ≡≡ )(,)( ), то )(tY  

можно определить  формулой 

,)(
Pt

etY =  

которую, очевидно, можно записать и в виде 

  .)( 0

dx

t

P

etY
∫

=                                            (1.5.5) 

Оказывается, что такой же  формулой можно выразить и фундаментальную 

матрицу системы (1.5.1), нормированную  при 0=t , и в том случае, когда 
)()( tCrtp ≡ , где  0≠= constC , а точнее имеет место 

Теорема 1.5.1. Матрица, определенная  формулой 

dx

t

xP

etY
∫

= 0

)(

)(  

будет фундаментальной для системы (1.5.1) в том и только том случае, когда 

)()( tCrtp ≡ , где  0≠= constC . 

Доказательство. Предположим, что 
dx

t

xP

etY
∫

= 0

)(

)(  является фундаментальной 

матрицей для системы (1.5.1). Тогда, согласно (1.1.5), будем иметь 
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)()()( tYtPtY ≡′  

или 

.0)()( 0

)(

0

)(

≡
∫

−⋅
∫ dx

t

xPdx

t

xP

etPtPe  

Выполнение полученного тождествa будет равносильным перестановочности  

матриц 
dx

t

xP

e
∫
0

)(

 и  )(tP . Учитывая определение экспоненты матрицы, будем иметь 
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n
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t
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откуда найдем, что перестановочность матриц 
dx

t

xP

e
∫
0

)(

 и  )(tP  в свою очередь 

равносильна перестановочности матриц dxxP
t

∫
0

)(  и  )(tP , т. е. 

),()()()(
00

tPdxxPdxxPtP
tt

⋅∫≡∫⋅  

или в раскрытом виде 
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∫

∫
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t

dxxrtp

dxxptr

dxxptr

dxxrtp

 

Отсюда будет следовать, что перестановочность матриц dxxP
t

∫
0

)(  и  )(tP   

равносильна выполнению тождества 

           .)()()()(
00

∫∫ ≡
tt

dxxrtpdxxptr                                              (1.5.6) 

Продифференцирoвав это тождество по t , получим 

.)()()()(
00

∫∫ ′≡′
tt

dxxrtpdxxptr  

Умножив обе части полученного тождества на )(tr , затем, учитывая тождество 

(1.5.6), найдем 

.)()()()()()(
00

∫∫ ′≡′
tt

dxxrtrtpdxxrtptr  

Отсюда будем иметь 

( ) ,0)()()()()(
0

≡′−′ ∫
t

dxxrtrtptptr  

откуда будет следовать, что или 

0)()()()( ≡′−′ trtptptr ,                                                   (1.5.7) 

или 

,0)(
0

≡∫
t

dxxr  

причем, поскольку )(tr  отлично от тождественного нуля, то второе тождество 

невозможно. Проинтегрировав тождество (1.5.7) в пределах от 0 до t , получим, 

что )()( tCrtp ≡ , что и требовалось доказать. Теорема доказана. 
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1.6.  О нулях решений двумерной линейной однородной системы  

 

Рассматривается вновь двумерная линейная однородная система 
дифференциальных уравнений 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

2221212

2121111

ytpytpy

ytpytpy
                                 (1.6.1) 

где )2,1,()( =jitpij  являются действительными функциями, определенными и 

непрерывными на отрезке ],[ ba . Имеет место 

Теорема 1.6.1. Если в системе (1.6.1) )(
12

tp  и )(
21

tp  имеют одинаковые знаки 

при ],[ bat ∈ , то наличие нуля на отрезке ],[ ba  у одной из компонент 

нетривиального решения системы (1.6.1) исключает существование других 

нулей у компонент на этом отрезке. 

Доказательство. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r

 

− произвольное нетривиальное решение 

системы (1.6.1). Согласно лемме 1.2.3, систему (1.6.1) можно привести к 

равносильной системе 
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                                                (1.6.2) 

в которой 

   
∫ −∫ −

==
t

t

dpp
t

t

dpp

etptretptp 0

)](22)(11[

210

0

)](11)(22[

120
)()(,)()(

ττττττ

.                        (1.6.3) 

 

Из последних соотношений и условий теоремы следует, что в системе (1.6.2) 

коэффициенты )(
0

tp  и  )(
0

tr  имеют одинаковые знаки. Тогда, применив теорему 

1.3.3, получим, что наличие нуля у одной из компонент )(
1

tz  и  )(
2

tz ,  

а следовательно, согласно следствию из леммы 1.2.3, и компонент )(
1

ty  и )(
2

ty  

соответственно, исключает существование других нулей у компонент на 
рассматриваемом отрезке. Теорема доказана. 

Рассмотрим пример, иллюстрирующий утверждениe теоремы 1.6.1. 

Пример 9. Пусть в системе (1.6.1)  2

21

2

122211
)(,)(,)()( ntpmtpttptp ==−== , где m  и 

n  − произвольные вещественные числа, не равные нулю. В данном случае, на 
любом отрезке ],[ ba , не содержащем нуль, )(

12
tp  и )(

21
tp  имеют одинаковые 

знаки. Система (1.6.1) при этом может быть записана в виде 
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Приведя рассматриваемую систему к равносильной системе вида (1.6.2), 

получим следующую систему 
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Общее решение полученной системы (см. пример 3) можно представить в виде 
,)(

211

mntmnt eCeCtz −+=  

( ),)(
212

mntmnt eCeC
m

n
tz −−=  

где 
1

C  и 
2

C − произвольные постоянные. Тогда, вновь  учитывая соотношения 

(1.2.20a) и (1.2.20b), получим 

( ) ( ) ,)( 2

2

43

0

)(11

211

t

mntmnt

t

t

dp

mntmnt eeCeCeeCeCty
−−

−

− +=
∫

+=
ττ
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)(11

212

t

mntmnt

t

t
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mntmnt eeCeCeeCeC
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n
ty

−−

−

− −=
∫

−=
ττ

 

где 
3

C  и 
4

C  − произвольные постоянные. Непосредственным вычислением 

нетрудно убедиться в том, что если какая-то из компонент полученного 

решения имеет нуль справа или слева от нуля, то другая компонента в этой же 
части числовой оси не имеет нуля. 

Теорема 1.6.2. Если в системе )(
12

tp  и )(
21

tp  сохраняют свои знаки при ],[ bat ∈ , 

то между всякими соседними нулями любой из компонент решения системы 

(1.6.1) находится ровно один нуль другой  компоненты того же решения (нули 

перемежаются). 

Доказательство. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− произвольное нетривиальное решение 

системы (1.6.1). Вновь, воспользовавшись леммой 1.2.3, преобразуем систему 

(1.6.1) к равносильной системе (1.6.2). Из соотношений (1.6.3) следует, что если 

)(
12

tp  и )(
21

tp  сохраняют свои знаки при ],[ bat ∈ , т.е. не имеют нулей на отрезке 
],[ ba , то тогда в системе (1.6.2)  0)()(

00
≠trtp . По отношению к системе (1.6.2) 

имеют место условия теоремы 1.3.2. Применив ее, получим, что между всякими 

соседними нулями любой из компонент решения системы (1.6.2), а, 

следовательно, согласно следствию из леммы 1.2.3, и системы (1.6.1), 

находится ровно один нуль другой компоненты того же решения. Теорема 

доказана. 

Перейдем теперь к рассмотрению системы (1.6.1) в предположении, что 

коэффициенты системы имеют нули. Имеет место 

Теорема 1.6.3. Если 
0

t − нуль первой (второй) компоненты нетривиального 

решения системы (1.6.1)  является нулем и для )(
22

tp  ( )(
11

tp ), )(
12

tp  и  )(
21

tp  

знакопостоянны  при ],[ bat ∈ , то 
0

t  является критической точкой для второй 

(первой) компоненты этого же решения. 

Доказательство. Пусть  
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1

ty

ty
ty

r
− произвольное нетривиальное  решение 

системы (1.6.1). Предположим теперь, что 
0

t  является нулем для )(
2

ty   и )(
11

tp , 

т.е. 

0)()(
01102

== tpty                                       (1.6.4) 
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(аналогично проводится доказательство и в случае нуля первой компоненты). 

Приведем систему (1.6.1) к равносильной системе (1.6.2). Согласно следствию 

из леммы 1.2.3 будем иметь  
.0)(

02
=tz  

Так как )(
12

tp  и  )(
21

tp  знакопостоянны  при ],[ bat ∈ , то из соотношений (1.6.3) 

будет следовать знакопостоянство функций  )(
0

tp  и  )(
0

tr . Имеют место условия 

теоремы 1.3.1, согласно которой точка 
0

t  будет являться точкой экстремума для 

)(
1

tz , и, следовательно, .0)(
01

=′ tz Тогда, учитывая (1.2.20a) и условия теоремы, 

будем иметь, что 

,0)()()()()(
0101101

0

0

)(11

101
=−′=
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tztptzetzty
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dp ττ

 

что и требовалось доказать. 

 

 1.7.  О качественном поведении решений  канонической системы  

Рассмотрим вновь каноническую систему 
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21

ytry

ytpy
                                                (1.7.1) 

Как нам известно, общее решение системы (1.7.1) содержит две произвольные 
постоянные, так что возникает двупараметрическое семейство решений. 

Качественное поведение этого семейства будет определяться тем, как ведут 
себя )(

1
ty  и )(

2
ty  с увеличением t , а точнее, как изменяется положение точки  

( )(
1

ty , )(
2

ty ) на фазовой плоскости ([8]). Поэтому фазовый портрет будет 
двумерным, а качественное поведение определится семейством кривых с 

указанными направлениями движения по этим кривым при возрастании t . 

Такие кривые, как известно, называются траекториями или орбитами. 

Качественное исследование системы уравнений (1.7.1) на плоскости мы 

начнем с изучения ee неподвижных точек в предположении, что )()( tCrtp = , где 

C − произвольная постоянная, причем )(tp  или )(tr − знакопостоянны. 

Неподвижным точкам соответствуют решения вида 







=








=

2

1

2

1

)(

)(
)(

c

c

ty

ty
ty

r
, которые 

возникают в случае, когда  

0)(
1

=ctp ,   .0)(
2

=ctr  

Последние соотношения будут иметь место при 0
21

== cc . А, значит, 
рассматриваемая система будет иметь неподвижную точку в начале координат. 
Предположим сначала, что 0>C , а это означает, что коэффициенты )(tp  и 

имеют  одинаковые знаки. Как было показано в §1.5 в этом случае компоненты 

всякого решения системы (1.7.1) будут удовлетворять соотношению 
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   ,)()( 2

2

2

1
consttCyty =−                                             (1.7.2) 

из которого следует, что фазовый портрет для системы (1.7.1) в 

рассматриваемом случае будет представлять собой семейство гипербол с 
неподвижной точкой в начале координат. При  условии, что 0)( >tp  и 0)( >tr , из 
уравнений системы (1.7.1) будет следовать, что  компоненты )(

1
ty  и )(

2
ty

возрастают в первой  и третьей четвертях ( 0
21

>⋅ yy ) с ростом t . Во второй 

четверти ( 0,0
21

>< yy ) компонента )(
1

ty  будет убывать, а компонента )(
2

ty

возрастать; в четвертой четверти − наоборот. При 0<C из соотношения (1.7.2) 

будет следовать, что фазовый портрет в этом случае представляет собой 

семейство эллипсов с неподвижной точке в начале координат. Из уравнений 

системы (1.7.1) в свою очередь, будет следовать, что при возрастании одной из 
компонент, другая будет убывать. Длина полуосей каждого эллипса будет 
равна максимуму соответствующей компоненты (при этом другая компонента 

будет обращаться в нуль). 

Перейдем теперь к рассмотрению общего случая и ограничимся следующими 

двумя возможностями: 0)(,0)( >> trtp  и 0)(,0)( <> trtp  (случаи 0)(,0)( << trtp  и 

0)(,0)( >< trtp  рассматриваются аналогично). Итак, предположим, что в системе 
(1.7.1) 0)(,0)( >> trtp . Умножив первое из уравнений системы (1.7.1) на )(

1
ty ,  а 

второе на )(
2

ty , затем сложив полученные, будем иметь 

( ) [ ]
21

2

2

2

1
)()(2 yytrtpyy +=′+ .                                      (1.7.3) 

Так как 0)()( >+ trtp , то из соотношения (1.7.3) будет следовать, что функция 

)()( 2

2

2

1
tyty +  в первой и третьей четвертях возрастает, а во второй и четвертой 

четвертях − убывает. И, следовательно, на осях координат функция )()( 2

2

2

1
tyty +  

будет принимать свое экстремальное значение тогда, когда одна из компонент 
будет обращаться в нуль, причем, в этом случае другая компонента будет 
отлична от нуля (см.следствие 1.3.1). Отсюда следует, что в первой и третьей 

четвертях при возрастании |t| точки траектории будут удаляться от начала 
координат, тогда как во второй и четвертой четвертях − чем больше значение t , 

тем ближе к началу координат будут располагаться точки траектории. В свою 

очередь, из уравнений системы (1.7.1) будет следовать, что в первой четверти 

обе компоненты возрастают, а в третьей − убывают, во второй − первая 

возрастает, вторая − убывает, а в четвертой − наоборот. 

Рассмотрим теперь случай, когда в системе (1.7.1) 0)(,0)( <> trtp . Вновь 

умножив первое из равенств системы (1.7.1) на )(
1

ty ,  а второе на )(
2

ty ,затем 

вычитывая полученные, будем иметь 

( ) [ ]
21

2

2

2

1
)()(2 yytrtpyy −=′− .                                      (1.7.4) 

Из этого соотношения будет следовать, что в первой и третьей четвертях   

( 0
21

>⋅ yy ) функция )()( 2

2

2

1
tyty − возрастает, а во второй и четвертой − убывает, 

причем, как и в случае 0)(,0)( >> trtp , свое экстремальное значение она будет 
принимать на осях координат. Из уравнений системы в этом случае будет 



36 

 

следовать, что во второй четверти обе компоненты возрастают, а в четвертой − 

убывают, в первой четверти первая компонента возрастает, вторая убывает, а в 

четвертой четверти − наоборот. 
 

1.8.  О  некоторых системах, интегрируемых в квадратурах  

Прежде чем перейти к рассмотрению некоторых аналитических методов 

решения линейных однородных систем, покажем, что если нам известно  

какое-то частное  решение канонической системы, то общее решение может 
быть найдено аналитически. Действительно, предположим, что пара  ( ))(),(

21
tutu  

является некоторым нетривиальным частным решением системы 
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Tогда имеют место тождества 
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Рассматриваемую систему (1.8.1) тогда можно записать в виде 
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или 
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Сложив  равенства этой системы, получим 

( ) ,0)()()()(
2112

=′− tutytuty  

откуда найдем 

12112
)()()()( Ctutytuty =− , 

где 
1

C  − произвольная постоянная. Из этого соотношения будем иметь 

.
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)(

1
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tutyC
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+=  

Подставив это значение во второе уравнение системы (1.8.2), получим 

уравнение 
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которое можно записать и виде 
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Полученное уравнение относительно )(
1

ty  является неоднородным линейным 

дифференциальным уравнением первого порядка. Для ее решения можно 

воспользоваться, например, методом вариации постоянной. Нетрудно найти, 

что общее решение соответствующего однородного уравнения, а именно 

уравнения 

0
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1

1
=

′
−′ y

tu
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y  

можно записать в виде 
),()(

11
tCuty =  

где C  − произвольная постоянная. Будем искать решение неоднородного 

уравнения (1.8.4) в виде 
).()()(

11
tutCty =                                        (1.8.5) 

Подставив это значение )(
1

ty  в уравнение (1.8.4) и, упростив, получим 

относительно )(tC  уравнение с разделяющимися переменными: 
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откуда найдем, что 
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где 
1

C  и 
2

C  −  произвольные постоянные, 
0

t − произвольная точка из отрезка ],[ ba . 

Тогда, учитывая (1.8.5) и (1.8.3), найдем, что общее решение системы (1.8.1) 

можно представить в виде 
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                     (1.8.6b) 

Таким образом, если известно какое-то частное решение ( ))(),(
21

tutu  системы 

(1.8.1), то общее решение этой системы можно определить формулами (1.8.6а) 

и (1.8.6b). Заметим, что полученные для общего решения системы (1.8.1) 

формулы можно записать и в виде 
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или 
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где 
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1
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Непосредственный и традиционный метод интегрирования линейных 

однородных систем дифференциальных уравнений сводится к образованию 

путем сложения, вычитания и деления данных уравнений интегрируемых 

комбинаций, что и было использовано нами при решении некоторых, ранее 

рассмотренных примеров. Рассмотрим еще один пример системы ([3]), 

решаемой указанным выше методом. 

Пример 9. Рассматривается следующая система 

[ ] [ ]
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где )(),( tqtp  и )(tr − действительные функция, определенные и непрерывные на 

отрезке ],[ ba . Умножив первое уравнение системы на a− , и сложив со вторым, 

получим 

))((
1212

ayytaryay −=′−′ . 

Приняв )()()(
12

taytytz −= , и проинтегрировав последнее равенство, будем иметь 

∫=−
dttra

eCtayty
)(

112
)()( . 

Выразив из последнего соотношения )(
2

ty  через )(
1

ty , затем подставив 

найденное значение в первое уравнение системы, получим, как нетрудно 

проверить, линейное уравнение первого порядка относительно )(
1

ty . Последнее, 
как нам известно, решается аналитически. 

Одним из методов решения систем линейных диффренциальных уравнений 

первого порядка является и метод исключения, приводящий систему к 

линейному уравнению второго порядка, а именно, если рассматривается 

система 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

2221212

2121111

ytpytpy

ytpytpy
 

то, выразив, например, )(
2

ty  из первого уравнения, затем подставив полученное 
значение во второе уравнение, мы получим линейное уравнение второго 

порядка 
( ) ( ) .0

11211121121

2

1222121111222121211112
=′−′+−+′′++−′′ ypppppppppypppppyp  

Это уравнение интегрируемо (см. [3]), например, при выполнении следующих 

условий 

1)  ,0
1211121121

2

12221211
=′−′+− ppppppppp  

2)  ,,
121222121211121211121121

2

12221211
bppppppapppppppppp =′++=′−′+−  

 

где a  и b  − произвольные постоянные. В первом случае уравнение имеет 
частное решение constCty ==)( . Во втором случае уравнение становится 

линейным с постоянными коэффициентами. 
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Известны и другие методы аналитического решения определенных 

двумерных  линейных как однородных, так и неоднородных систем 

дифференциальных уравнений ([3]). Oтметим, что используя описанное в 

лемме 1.2.3 преобразование, нам также удается найти аналитическое решение 
для достаточно широкого класса систем вида (1.8.1), при условии, что 

известноаналитическое решение канонической системы, к которой она 

сводится. В частности, становится возможным нахождение аналитических 

решений системы (1.8.1) в случае, когда )()(
2211

tptp ≡  и известно решение 
канонической системы (1.2.1) при  )()(

120
tptp ≡  и )()(

210
tptr ≡ . Поясним 

вышесказанное на следующих примерах. 

Пример 10. Рассматривается следующая система 








−=′

+−=′

.
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2122

211

tyy
t

y

ytyy

 

В данном случае, сравнив ее  системой (1.8.1), имеем 

221122211

2
)(,1)(,)()(

t
tptpttptp ==−== . 

Преобразовав ее к каноническому виду, согласно соотношениям (1.2.19), будем 

иметь 

2210120

2
)()(,1)()(

t
tptrtptp ==== . 

Следовательно, рассматриваемая система, согласно лемме 1.2.3, будет  
равносильна следующей системе 








=′

=′

.
2

,

122

21

z
t

z

zz

 

Общее решение системы  (1.8.8) (см. стр. 23) можно записать в виде 

,)( 22

11

t

C
tCtu +=  

,2)(
2

2

12

t

C
tCtu −=  

где 
1

C  и 
2

C  −  произвольные постоянные. Учитывая связь между компонентами 

решений  рассматриваемой системы и равносильной ей системы,  выражаемая 

формулами (1.2.20a) и (1.2.20b), найдем, что 

,)( 2

2

42

31

t

e
t

C
tCty

−








 +=  

,2)( 2

2

2

4

32

t

e
t

C
tCty

−








 −=  

где 
3

C  и 
4

C  − произвольные постоянные. 

Пример 11. Рассматривается следующая система 
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−=′
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ytfyny

ymytfy
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 где m  и n  − произвольные вещественные числа, не равные нулю,  

)(tf − действительная функция, определенная и непрерывная на отрезке ],[ ba .  

В данной системе 
.)(,)(),()()( 2

21

2

122211
ntpmtptftptp =−===  

Воспользовавшись соотношениями (1.2.19), найдем, что коэффициенты 

соответствующей канонической системы будут равны: 
2

210

2

120
)()(,)()( ntptrmtptp ==−== . 

Тогда  рассматриваемую систему можно привести к следующей равносильной 

канонической системе 





=′
−=′

.

,

1

2

2

2

2

1

znz

zmz
 

Общее решение полученной системы можно представить в  виде 
),(cos)(

1
ϕ+= mntAtz  

),(sin)(
2

ϕ+= mnt
m

An
tz  

где ϕ,A  − произвольные постоянные. Учитывая вновь соотношения (1.2.20a) и 

(1.2.20b), получим формулы для компонент решений рассматриваемой 

системы: 

,)(cos)(
)(

1

∫⋅+=
dttf

emntAty ϕ  

.)(sin)(
)(

2

∫⋅+=
dttf

emnt
m

An
ty ϕ  

Пример 12. Рассматривается следующая система 
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где m  и n  − произвольные вещественные числа, не равные нулю,   

)(tf  − действительная функция, определенная и непрерывная на отрезке ],[ ba .  

В рассматриваемом случае 
.)(,)(),()()( 2

21

2

122211
ntpmtptftptp ====  

 

Воспользовавшись вновь соотношениями (1.2.19), для коэффициентов 

соответствующей канонической системы будем иметь: 
.)()(,)()( 2

210

2

120
ntptrmtptp ====  

Соответствующая рассматриваемой системе равносильная каноническая 

система представится в виде 
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Общее решение этой системы можно записать в виде 

( ),)(
211

mntmnt eCeC
n

m
tz −+=  

,)(
212

mntmnt eCeCtz −−=  

где 
1

C  и 
2

C  −  произвольные постоянные. Учитывая вновь соотношения (1.2.20a) 

и (1.2.20b), получим следующие формулы для компонент решений 

рассматриваемой системы: 
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( ) ,)(
)(

211

∫⋅+= − dttf
mntmnt eeCeC

n

m
ty  

( ) ∫⋅−= − dttf
mntmnt eeCeCty

)(

212
)( . 

Пример 13. Рассматривается следующая система 
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где )(),( tqtp − действительные функции, определенные и непрерывные на отрезке 
],[ ba . Согласно лемме 1.2.3, система (1.8.9) преобразуется в следующую 

равносильную каноническую систему 
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21

ztqz
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общее решение которой (см. стр. 24) можно записать в виде 

,)(
)(

2

)(

11

∫−∫=
− dttqdttq

eCeCtz  

,)(
)(

2

)(

12

∫+∫=
− dttqdttq

eCeCtz  

где 
1

C  и 
2

C  −  произвольные постоянные.  Тогда, воспользовавшись формулами 

(1.2.20a) и (1.2.20b), получим, что общее решение системы (1.8.9) можно 

представить в виде 

,)(
)()(

2

)(

11

∫⋅






 ∫−∫=
− dttpdttqdttq

eeCeCty  

,)(
)()(

2

)(

12

∫⋅






 ∫+∫=
− dttpdttqdttq

eeCeCty  

Пример 14. Рассматривается следующая система 

   




+−=′
+=′

,)()(

,)()(

212

211

ytpytqy

ytqytpy
                                   (1.8.10) 

Проведя такие же рассуждения, что и при решении предыдущего примера,  

а также учитывая  решение примера 2 (стр. 19), нетрудно найти, что общее 
решение системы (1.8.10) можно представить в виде 

( ) ,)(sin)(
)(

1

∫⋅+= ∫
dttp

edttqAty ϕ  

( ) ,)(cos)(
)(

2

∫⋅+= ∫
dttp

edttqAty ϕ  

где ϕ,A  − произвольные постоянные.  

Пример 15. Рассматривается следующая  линейная однородная система 





=++′
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212

211

ytqytpy
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где )(),( tqtp − действительные функции, определенные и непрерывные на отрезке 
],[ ba . Покажем, что система (4.7.11) при 0

2
≠y , и 
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...2,1,0,
21

,)(,)( 2 ±±=
−

=== k
k

k

t
tqCttp ααα  

где C  −  произвольная постоянная, интегрируема в квадратурах. Действительно, 

умножив первое уравнение (1.8.11) на   )(
2

ty ,  а второе − на )(
1

ty , затем, вычтя 

полученные, будем иметь 
.)()(2)( 2

221

2

11221
ytpyytqytpyyyy −−=′−′  

Разделив обе части полученного соотношения на )(2

2
ty , и обозначив 

,
)(

)(
)(

2

1

ty

ty
tz =                                                     (1.8.12) 

получим следующее уравнение 
).()(3)( 2 tpztqztpz −−=′                                             (1.8.13) 

Заметим, что из второго уравнения системы (1.8.11) нетрудно получить, что 

 ( ) )()(ln
2

tqztpy −−=′ .                                               (1.8.14) 

Уравнение (1.8.13) является уравнением Риккати. И если оно интегрируемо в 

элементарных функциях, то, определив )(tz , можно будет затем из соотношений 

(1.8.12) и (1.8.14) определить аналитический вид компонент )(
1

ty  и  )(
2

ty . 

Подстановка 

)()(
)(2

tuetz
dttq

⋅∫=
−

                                        (1.8.15) 

приведет уравнение (1.8.13) к виду 

 

).()()(
)(2

2
)(2

tuetpuetpu
dttqdttq

⋅∫−⋅∫=′
−

                         (1.8.16) 

Так как, согласно условиям теоремы ,)(,)( 2

t
tqCttp

αα ==  то подставив в уравнение 

(1.8.16) вместо )(tp  и )(tq  соответствующие им значения, и, упростив, будем 

иметь 

 α42 CtCuu −=−′ .                                        (1.8.17) 

 

Полученное уравнениe является частным случаем специального уравнения 

Риккати ([13, стр. 32]), записываемого обычно в виде 
 

  βbtuu =+′ 2 .                                            (1.8.18) 

 

Сравнив уравнение (1.8.18) с (1.8.17), найдем, что в рассмaтриваемом случае 

мы имеем αβ 4, =−== Cba . Известно ([3]), что при ...2,1,0,
21

4 ±±=
−

= k
k

kβ

уравнение (1.8.18) интегрируемо в элементарных функциях. Следовательно, 

уравнениe (1.8.16) при ...2,1,0,
21

±±=
−

= k
k

kα  а, значит, и система (1.8.11) также 

будет интегрируема в квадратурах, что и требовалось показать. 

Пример 16. Рассмотрим, в каких случаях, компоненты частного решения 

канонической системы, определенной на некотором отрезке, не содержащим 

точку 0, будут представлять собой степенные функции. Предположим, что 
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решением канонической системы является пара ( mn tt , ), Nnm ∈, . Подставив эти 

значения в систему, получим 





=
=

−

−

,)(

,)(
1

1

nm

mn

ttrmt

ttpnt

 откуда найдем .)(,)( 11 −−−− =≡ nmmn mttrnttp  Заметим, что в этом случае .)()( 2−= mnttrtp

Таким образом получили, что пара ( mn tt , ) является частным решеним  

канонической системы тогда, когда система имеет вид 
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где m  и n  - заданные значения степений. В, частности, если принять 1−= nm , то 

получим систему 
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Пользуясь формулами для определения oбщего решения, в случае, когда 

известно частное решение, нетрудно найти, что общее решение системы 

(1.8.19) можно записать в виде 

,
)21(

)1(
)(,

)21(
)( 1

21

1

221

1

1

−

−−
+

−
−−=+

−
−= n

n

n

n
tC

tn

nC
tytC

tn

nC
ty  

 где 
1

C  и 
2

C  −  произвольные постоянные.   
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Г Л А В А  2 

О ТЕОРЕМАХ СРАВНЕНИЯ 

2.1.  Об одной характеристической функции для сравнения систем 

Сравниваются следующие канонические системы дифференциальных 

уравнений 





=′
=′

,)(

,)(

112

211

ytry

ytpy
                                                (2.1.1)  

и 





=′
=′

,)(

,)(

122

221

ztrz

ztpz

                                         
  (2.1.2) 

 где  )2,1()(),( =itrtp
ii

- действительные, непрерывные на отрезке  ],[ ba функции. 

Предположим, что 







=

)(

)(
)(

1

1

tu

tu
tu

r

 
- произвольное нетривиальное решениe 

системы (2.1.1), а 







=

)(

)(
)(

1

1

tv

tv
tv

r
− системы (2.1.2). Тогда будем иметь систему 

тождеств 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

112

211

tutrtu

tutptu

                                     
(2.1.3)  

 и 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

122

221

tvtrtv

tvtptv
                                         (2.1.4) 

Умножив первые тождества систем (2.1.3) и (2.1.4) соответственно на 
2

v  и )(
2

u− , 

а вторые − на )(
1

v−  и  
1

u , затем сложив полученные, будем иметь 

    [ ] [ ] [ ] ).()()()()()()()()()()()(
222111121221

tvtutptptvtutrtrtvtutvtu −+−=′−            (2.1.5) 

Введем в рассмотрение следующую функцию 

).()()()(
)()(

)()(
),(

1221

22

11
tvtutvtu

tvtu

tvtu
vuW −==rr

                          (2.1.6) 

Тогда тождество (2.1.5) можно записать и виде 

   [ ] [ ] ).()()()()()()()(),(
22211112

tvtutptptvtutrtrvuW −+−=′ rr
                    (2.1.7) 

Заметим, что функцию ),( vuW
rr

 можно представить и в виде следующего 

скалярного произведения 

),,(),( vSuvuW
rrrr =                                            (2.1.8) 

где 








−
=

01

10
S . Имеет место 
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Теорема 2.1.1. constvuW =),(
rr

  для любых решений  )(tu
r

 и   )(tv
r

соответственно 

систем (2.1.1) и (2.1.2) тогда и только тогда, когда  эти системы совпадают. 

Доказательство. Пусть  )(tu
r

 и   )(tv
r

 - решения одной и той же системы. 

Тогда, так как в этом случае )()(
12

tptp ≡  и )()(
12

trtr ≡ , то из тождества (2.1.7) будет 
следовать, что ),( vuW

rr′ , и, следовательно, constvuW =),(
rr

. Обратно, пусть 

constvuW =),(
rr

. Тогда из тождества (2.1.7) найдем, что 

[ ] [ ] 0)()()()()()()()(
22211112

≡−+− tvtutptptvtutrtr .                     (2.1.9) 

Так как это тождество верно для любых решений  )(tu
r

 и   )(tv
r

 систем (2.1.1) и 

(2.1.2), то взяв произвольную точку ),(
0

bat ∈ , выберем  те нетривиальные 
решения  )(tu

r
 и   )(tv

r систем (2.1.1) и (2.1.2), которые удовлетвотряют условиям 

)()(,0)()(
02020101

tvtutvtu ===                                 (2.1.10) 

(такие решения всегда найдутся в силу теоремы существования задачи Коши 

для систем рассматриваемого вида). Из утверждения 1.3.1 будет следовать, что
0)()(

0202
≠= tvtu . Подставив в тождество (2.1.9)  

0
t  вместо t , и, учитывая (2.1.10), 

получим 
[ ] ,0)()()(

0

2

20201
=− tutptp  

откуда найдем, что 
)()(

0201
tptp − . 

В силу прозвольности 
0

t , из последнего соотношения будет следовать, что 

)()(
12

tptp ≡ . Аналогично доказывается и тождество )()(
12

trtr ≡ . Теорема доказана. 

Из теоремы 2.1.1, в частности, следует, что если )(tu
r

 и )(tv
r

−  произвольныe 

решения одной и той же системы рассматриваемого вида, то 
.)()()()(

1221
consttvtutvtu =−  

Заметим, что в этом случае величина ),( vuW
rr

 совпадет с вронскианом системы 

(1.1.1.) 

Определенная выше функция ),( vuW
rr

 позволяет получить и тождествo,  

связывающее решения линейной неоднородной и соответствующей однородной 

систем уравнений  первого порядка. Действительно, рассмотрим следующую 

систему дифференциальных уравнений 
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tgytry

tfytpy
                                      (2.1.11)  

где  )(),(),( tftrtp  и  )(tg  − действительные, непрерывные на отрезке  ],[ ba

функции, и предположим, что   
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 и  
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r
 − произвольные 

нетривиальные решения системы (2.1.11). Тогда будем иметь систему тождеств 
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и 
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21

tgvtrv

tfvtpv
                                    (2.1.12b) 

Умножив первые тождества систем (2.1.12а) и (2.1.12b)  соответственно на 
2

v  и 

)(
2

u− , а вторые − на )(
1

v−  и 
1

u , а затем сложив полученные, будем иметь 

))(())(()(
22111221

uvtfuvtgvuvu −+−−=′−  

или с учетом (2.1.6) 

        ))()()(())()()((),(
2211

tutvtftutvtgvuW −+−−=′ rr
.                      (2.1.13) 

Далее, известно ([4]), что функции 
),()()(

111
tutvtz −=  

),()()(
222

tutvtz −=  

будут являться решением соответствующей системе (2.1.11) однородной 

системы, а именно системы: 





=′
=′

.)(

,)(

12

21

ytry

ytpy
 

Воспользовавшись известным свойством определителей, будем иметь 
 

).,(
)()(

)()(

)()()(

)()()(

)()(

)()(
),(

22

11

222

111

22

11
zuW

tztu

tztu

tutvtu

tutvtu

tvtu

tvtu
vuW

rrrr ==
−
−

==                  (2.1.15) 

 

Тогда, учитывая соотношение  (2.1.13),  получим следующее тождество, 

связывающее решения неоднородной (2.1.11) и соответствующей однородной 

(2.1.14) систем уравнений 

,)()(),(
21

ztfztgzuW +−=′ rr
                                          (2.1.16a) 

или 

    [ ] .)()()()()()(
211221

ztfztgtztutztu +−=′−                          (2.1.16b) 

 

Очевидно, что если общиe решения двух систем одни и те же, то эти системы 

совпадают (соответствующие коэффициенты равны). Возникает естественный 

вопрос: при каких условиях возможно совпадение одной из компонент решений 

этих систем. На этот вопрос дает ответ следующая теорема. 

Теорема 2.1.2. Для того, чтобы )(tu − одна из  компонент нетривиального 

решения системы  (2.1.1) являлась одной из компонент решения системы (2.1.2) 

необходимо и достаточно, чтобы имело место одно из следующих тождеств  

,0)()]()()()([
)(

)(
ln)(

1122

2

2 ≡−+
′








′ tutrtptrtp
tp

tp
tu                                (2.1.17a) 

    ,0)()]()()()([
)(

)(
ln)(

1122

2

2 ≡−+
′








′ tutrtptrtp
tp

tr
tu                               (2.1.17b) 

,0)()]()()()([
)(

)(
ln)(

1122

1

2 ≡−+
′








′ tutrtptrtp
tr

tp
tu                                (2.1.17c) 

,0)()]()()()([
)(

)(
ln)(

1122

1

2 ≡−+
′








′ tutrtptrtp
tr

tr
tu                                 (2.1.17d) 
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Доказательство. Предположим, что )()(
1

tutu ≡  является первой компонентой 

нетривиальных решений систем (2.1.1) и (2.1.2) (остальные случаи 

рассматриваются аналогично). Тогда будем иметь систему тождеств 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

112

211

tutrtu

tutptu

                                  
(2.1.18a)  

 и 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

122

221

tutrtv

tvtptu
                                     (2.1.18b) 

Из этих тождеств будет следовать, что 





′≡′
≡

).()()()(

)()()()(

1222

2221

trtvtrtu

tvtptutp
                                  (2.1.19) 

 

Дифференцируя по t   первое из этих тoждеств, будем иметь 
 

    )()()()()()()()(
22222121

tvtptvtptutptutp ′+′≡′+′  

 

или с учетом тождеств (2.1.18a) и (2.1.18b) 

).()()()(
)(

)()(
)()(

)(

)()(
)(

2222

2

12

12

1

22

1
tvtptvtp

tr

trtv
tptu

tp

tvtp
tp ′+′≡







 ′
+







′  

Подставив значения )(
2

tu  и )(
2

tu′  из тождеств (2.1.19), получим 

0)()(
)(

)()(
)(

)(

)()(
)(

22

2

11

2

1

21

2
≡′








−+







 ′−
′

tvtp
tr

trtp
tp

tp

tptp
tv  

или 

,0)()]()()()([
)()(

)()()()(
)(

11122

21

2122

1
≡−+

′−′
⋅′ tutrtptrtp

tptp

tptptptp
tu  

 

Полученное тождество можно записать и в виде 

,0)()]()()()([
)(

)(
ln)(

1122

2

2 ≡−+
′








′ tutrtptrtp
tp

tp
tu  

 

что и требовалось доказать. Обратное, предположим, что  )()(
11

tutv ≡
удовлетворяет системе (2.1.2) и имеет место тождество (2.1.17a). Покажем, что 

в этом случае )(
1

tu  является и первой компонентой решения системы (2.1.1). 

Действительно, имеем 

                




≡′
≡′

),()()(

),()()(

122

221

tutrtv

tvtptu
                                       (2.1.20) 

Запишем тождество (2.1.17a) в виде 
 

.0)()]()()()([
)()(

)()()()(
)(

11122

21

2122

1
≡−+

′−′
⋅′ tutrtptrtp

tptp

tptptptp
tu  

 

Подставив в это тождество значения )(
1

tu  и  )(
1

tu′  из тождеств (2.1.20), получим 
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[ ] ).()()()()()()()()()(
)(

)(
)(

1222222111

1

1

1
tutvtptvtptvtptutrtp

tp

tp
tu ′=′≡+′≡+

′
⋅′ &            (2.1.21) 

 

Определим )(
2

tu  из тождества 
).()()(

211
tutptu ≡′                                          (2.1.22) 

 

Тогда тождество (2.1.21) можно записать в виде 
 

).()()()()()()()()(
212111121

tutptutptutrtptutp ′+′≡+′  

 

Откуда, учитывая, что 0)(
1

≠tp , получим 

).()()(
122

tutptu ≡′  

Учитывая также соотношение (2.1.21), мы получим то, что и требовалось 

доказать. Теорема доказана. 

Заметим, что если для систем (2.1.1) и (2.1.2), в частности, имеет место 

условие  )()()()(
1122

trtptrtp ≡  то из тождеств (2.1.17a)-(2.1.17d), с учетом  условия 

0)( ≠′ tu , будет следовать, что либо )()(
12

tCptp ≡  и при этом  )()(
21

tCrtr ≡ ,  либо 

)()(
12

tCrtp ≡  и при этом  )()(
12

tCptr ≡ , где C − некоторая постоянная. Таким образом 

из теоремы 2.1.2 вытекает  
Следствие. Если для систем (2.1.1) и (2.1.2) имеет место условие  

                                                   )()()()(
1122

trtptrtp ≡  

и ненулевая функция )(tu является одновременно одной из компонент решения 

как системы (2.1.1), так и системы (2.1.2), то для коэффициентов этих 

систем имеет место одно из соотношений: 

)()(
12

tCptp ≡ ,   )()(
21

tCrtr ≡ ,  или  )()(
12

tCrtp ≡ ,  )()(
12

tCptr ≡  

где C − некоторая постоянная.  

 

2.2.  О теоремах сравнений для канонических систем. 

Рассматриваются   следующие канонические системы дифференциальных 

уравнений 





=′
=′

,)(

,)(

112

211

ytry

ytpy
                                                (2.2.1)  

и 





=′
=′

,)(

,)(

122

221

ztrz

ztpz

                                         
  (2.2.2) 

где  )2,1()(),( =itrtp
ii − действительные, непрерывные на отрезке  ],[ ba функции. 

Лемма 2.2.1.Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и 








=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
−соответственно нетривиальные 

решения систем  (2.2.1) и (2.2.2) и пусть 

,0)()(,0)()(
2121

>> trtrtptp                                      (2.2.3a) 

    ;2,1,0)()( =< itrtp
ii

                                          (2.2.3b) 
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.)()(,)()(
1212

trtrtptp >>                                      (2.2.3c) 

Тогда между соседними нулями любой компоненты  )(tu
r

 находится хотя бы 

один нуль одной из компонент )(tv
r

. 

Доказательство. 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и  








=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно нетривиальные 

решения систем (2.2.1) и (2.2.2), и имеют место условия (2.2.3а)-(2.2.3c), причем 

0)(,0)( <> trtp
ii

 (доказательство в случае 0)(,0)( >< trtp
ii

 проводится аналогично). 

Тогда будем иметь систему тождеств 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

112

211

tutrtu

tutptu
                                        (2.2.4a)  

 и 





≡′
≡′

),()()(

),()()(

122

221

tvtrtv

tvtptv

                                   
(2.2.4b) 

и полученное из них в предыдущем параграфе тождество (2.1.5), а именно 

 

[ ] [ ] [ ] ).()()()()()()()()()()()(
222111121221

tvtutptptvtutrtrtvtutvtu −+−=′−      (2.2.5) 

 

Предположим теперь, что 
1

t  и 
3

t − соседние нули одной из компонент )(tu
r

. Не 

теряя общности рассуждений, можно считать, что они являются нулями )(
1

tu , 

т.е. 0)()(
3111

== tutu  и 0)(
1

≠tu   при  ),(
31

ttt ∈ . Согласно  теореме 1.3.2   существует, 
причем лишь одна точка ),(

312
ttt ∈ , являющаяся нулем для компоненты )(

2
tu . Так 

как )(
1

tu не имеет нулей на интервале  ),(
31

tt , то она будет сохранять свой знак на  

),(
31

tt . Предположим, что на  ),(
31

tt   

       0)(
1

>tu                                                              (2.2.6) 

(доказательство в случае 0)(
1

<tu  проводится аналогично). Так как, согласно 

утверждению 1.3.3, 
1

t  не является кратным нулем, то из соотношения 

0
)()(

1

111 >
−
−

tt

tutu
 

будет следовать, что 
0)(

11
>′ tu . 

Тогда, так как 0)(
11

>tp , то из первого тождества (2.2.4а) найдем, что 

 0)(
12

>tu ,                                                           (2.2.7) 

и, так как 0)(
22

=tu , то получим, что при ),(
21

ttt ∈  

 0)(
2

>tu                                                              (2.2.8) 

и 

 0)(
2

<tu                                                              (2.2.9) 

при  ),(
32

ttt ∈ . Допустим теперь, что ни одна из компонент )(tv
r

 не имеет нулей на 
интервале ),(

31
tt . Тогда )(

1
tv  и  )(

2
tv  должны быть знакопостоянны на  ),(

31
tt . 

Предположим, что на ),(
31

tt  

     .0)(,0)(
21

>> tvtv                                       (2.2.10) 
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Тогда, по непрерывности )(
1

tv  и  )(
2

tv , будем иметь 

     .0)(,0)(
1211

≥≥ tvtv                                              (2.2.11) 

Проинтегрировав  тождество (2.2.5) в пределах от 
1

t  до 
2

t , и, учитывая, что 

0)()(
2211

== tutu , получим 

[ ] [ ] .)()()()()()()()()()()()(
2

1

2221

2

1

111211122221 ∫∫ −+−=−
t

t

t

t

dttvtutptpdttvtutrtrtvtutvtu  

В полученном равенстве левая часть, согласно (2.2.6)-(2.2.9),  будет 
неотрицательной, тогда как в силу (2.2.3c), (2.2.6), (2.2.8) и (2.2.10), правая 

часть отрицательна. Получили противоречие. К аналогичному противоречию 

мы придем и предположив, что .0)(,0)(
21

<< tvtv  

Предположим теперь, что на  ),(
31

tt   

.0)(,0)(
21

>< tvtv                                           (2.2.12) 

 

(аналогично рассматривается и случай, когда 0)(,0)(
21

<> tvtv ). Проинтегрируем 

вновь тождество (2.2.5), но в пределах от 
2

t  до 
3

t , и, учитывая, что 0)()(
2231

== tutu , 

получим 

[ ] [ ] .)()()()()()()()()()()()(
3

2

2221

3

2

111222213132 ∫∫ −+−=−−
t

t

t

t

dttvtutptpdttvtutrtrtvtutvtu  

В этом равенстве левая часть, согласно (2.2.6), (2.2.9) и (2.2.12), будет 
неположительной, тогда как в силу (2.2.3c), (2.2.6), (2.2.9) и (2.2.12), правая 

часть положительна. Полученное противоречие и завершает доказательство. 

Замечание. Непосредственно из доказательства леммы следует, что условия 

(2.2.3c) можно заменить на слабые условия, а именно, на: )()(,)()(
1212

trtrtptp ≥≥ , 

 если )()(
12

tptp ≡  или  )()(
12

trtr ≡ . 

Теорема 2.2.1. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

   

и    







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r

  

−   соответственно 

нетривиальные решения систем  (2.2.1) и (2.2.2), удовлетворяющие одним и 

тем же начальным условиям: 

),()(),()(
2211

avauavau ==                                        (2.2.13a) 

и пусть 

,0)()(,0)()(
2121

>> trtrtptp                                    (2.2.13b) 

    ;2,1,0)()( =< itrtp
ii

                                        (2.2.13c) 

.)()(,)()(
1212

trtrtptp >>                                    (2.2.13d) 

Тогда, если одна из компонент  )(tu
r

 имеет  l  нулей на отрезке  ],[ ba , то одна из 

компонент  )(tv
r

 имеет на том же отрезке не менее l  нулей, причем k -ый нуль 

компоненты )(tv
r

не больше  k ого нуля  компоненты )(tu
r

. 

Доказательство. Предположим, что по отношению к системам (2.2.1) и 

(2.2.2) имеют место условия (2.2.13а)-(2.2.13d), причем  0)(,0)( <> trtp
ii

(аналогично рассматривается случай 0)(,0)( >< trtp
ii

). Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и 
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=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно нетривиальные решения систем (2.2.1) и (2.2.2). 

Тогда верны тождества (2.2.4а), (2.2.4b) и (2.2.5). Предположим теперь, что  

1
t  -наиболее близкий к a  нуль одной из компонент )(tu

r
, отличный от a  (в случае 

совпадения 
1

t  с a  доказательство очевидно). Такой нуль всегда существует, так 

как нули компонент )(tu
r

, согласно утверждению 1.3.2, простые и 

изолированные. Не теряя общности рассуждений, предположим, что 
1

t  - нуль 

)(
2

tu . Так как компонента )(
2

tu  по предположению не имеет нулей на ),(
1

ta , то 

она будет сохранять свой знак на ),(
1

ta  

0)(
2

>tu                                               (2.2.14) 

(доказательство в случае 0)(
2

<tu проводится аналогично). Отсюда будет 
следовать, что 0)(

2
>au  (если предположить, что 0)(

2
=au , то по теореме Ролля 

найдется точка ),(
10

tat ∈ такая, что 0)(
02

=′ tu , но тогда из второго тождества 

системы (2.2.4а) найдем, что 0)(
01

=tu , что противоречит предположению 

относительно выбора точки 
1

t ). И, так как 0)(
12

=tu , то отсюда, как и при 

доказательстве леммы 2.1.1,  будет следовать, что 0)(
2

<′ tu  при  ),(
1

tat ∈ . 

Очевидно, что для доказательства теоремы, в силу леммы 2.2.1, достаточно 

показать, что одна из компонент )(tv
r имеет на интервале ),(

1
ta   по крайней мере 

один нуль. Предположим обратное, т. е.  0)()(
21

≠tvtv при ),(
1

tat ∈ . Тогда )(
1

tv  и  

)(
2

tv будут сохранять свои знаки на ),(
1

ta . И, так как 0)()(
22

>= auav , то, 

следовательно, будем иметь 

0)(
2

>tv ,                                     (2.2.15) 

и, в частности, 

0)(
12

≥tv .                                                          (2.2.16) 

Так как при ),(
1

tat ∈  0)(
2

<′ tu  и 0)(
1

<tr , то из второго тождества системы (2.2.4а) 
будет следовать, что на интервале ),(

1
ta  

0)(
1

>tu .                                     (2.2.17) 

Тогда, так как 0)(
1

≠au , то получим, что 

  0)(,0)(
111

>> tuau                                (2.2.18) 

(так как 0)(
12

=tu , то в силу утверждения 1.3.1, )(
11

tu не может равняться нулю). 

Так как )(
1

tv  сохраняет свой знак на ],(
1

ta  и 0)()(
11

>= auav , то на интервале ),(
1

ta   

0)(
1

>tv .                                     (2.2.19) 

Проинтегрировав тождество (2.2.5) в пределах от a  до 
1

t , и, учитывая условие 
(2.2.13a), а также то, что 0)(

12
=tu , будем иметь 

[ ] [ ] .)()()()()()()()()()(
1

2221

1

11121211 ∫∫ −+−=
t

a

t

a

dttvtutptpdttvtutrtrtvtu  

В последнем равенстве левая часть, согласно (2.2.16) и (2.2.18), будет 
неотрицательной, тогда как, в силу (2.2.13d), (2.2.14), (2.2.15), (2.2.17) и (2.2.19), 

правая часть - отрицательна. Полученное противоречие и доказывает теорему. 
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Замечание. Из доказательства теоремы следует, что условия (2.2.13d) можно 

заменить на слабые условия, а именно, на: )()(,)()(
1212

trtrtptp ≥≥ ,  если 

)()(
12

tptp ≡  или  )()(
12

trtr ≡ . 

Следствие. Если   







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− произвольное решение системы 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy
 

в которой 0)()( <trtp  при ],[ bat ∈ , a 
1

t  и 
2

t − соседние нули одной из компонент 

),(ty
r

 то для любого решения )(tu
r

 этой системы, линейно независимого от  

)(ty
r

, соответствующая компонента  )(tu
r

 имеет на интервале ( )
21

, tt  ровно один 

нуль. 

Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
  и  








=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
− произвольные линейно-

независимые решения рассматривемой системы, а 
1

t  и  
2

t  − соседние нули 

компоненты )(
2

ty (аналогично проводится доказательство и в случае 

компоненты )(
1

ty ). Примем в системах (2.2.1) и (2.2.2) 

).()()(),()()(
2121

trtrtrtptptp ≡≡≡≡  

Очевидно, что имеют место условия теоремы 2.2.1, согласно которой одна из 
компонент )(tu

r
, например, )(

2
tu  должна иметь на отрезке ],[

21
tt  хотя бы один 

нуль. Далее, так как решения )(ty
r

  и )(tu
r

 линейно независимы, то их вронскиан в 

любой точке ],[ ba , отличен от нуля (см. §1.1 ).  Пусть W(t) − вронскиан, 

соответствующий решениям )(ty
r

  и )(tu
r

.Тогда, учитывая то, что 0)()(
2212

== tyty , 

будем иметь 

,0)()(
)()(

)()(
)(

1211

1212

1111

1
≠== tuty

tuty

tuty
tW  

.0)()(
)()(

)()(
)(

2221

2222

2121

2
≠== tuty

tuty

tuty
tW  

 

Из этих соотношений следует, что 0)()(
2212

≠tutu , и, следовательно, нуль 

(нули)компоненты )(
2

tu  находятся на интервале ( )
21

, tt . Предположим теперь, что 

)(
2

tu имеет на этом интервале более одного нуля и пусть 
3

t  и 
4

t − соседние нули 

)(
2

tu (
2431

tttt <<< ). Согласно теореме 2.2.1, )(
2

ty  должна иметь хотя бы один нуль 

на отрезке ],[
43

tt . Однако это противоречит выбору 
1

t  и  
2

t . Значит, )(
2

tu  имеет в 

интервале ( )
21

, tt  всего лишь один нуль. 

Теорема 2.2.2. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

 

и 







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно  

нетривиальные решения систем  (2.2.1) и (2.2.2), удовлетворяющие одним и 

тем же начальным условиям: 

),()(),()(
2211

avauavau ==                                        (2.2.20a) 
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и пусть 

,0)()(,0)()(
2121

>> trtrtptp                                    (2.2.20b) 

    ;2,1,0)()( => itrtp
ii

                                        (2.2.20c) 

.)()(,)()(
1212

trtrtptp <>                                    (2.2.20d) 

Тогда, если одна из компонент  )(tu
r

  имеет  нуль на отрезке ],[ ba , то одна из 

компонент )(tv
r

 имеет на том же отрезке нуль, единственный для обеих 

компонент,  причем  нуль компоненты )(tv
r

не больше  нуля  компоненты )(tu
r

. 

Доказательство. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

  

и  







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r

 

− соответственно 

нетривиальные решения систем (2.2.1) и (2.2.2) и имеют место условия 

(2.2.20a)-(2.2.20d). Предположим, что 0)(,0)( <> trtp
ii

 (случай 0)(,0)( >< trtp
ii

 

рассматривается аналогично). Заметим сначала, что если нуль одной из 
компонент совпадает с точкой a , то доказательство в силу условия (2.2.20a) 

очевидно. Поэтому предположим, что 
1

t − нуль одной из компонент )(tu
r

 в 

интервале ],( ba . Не теряя общности, можно считать, что 
1

t − нуль )(
2

tu . Согласно 

теореме 1.2.3 ни одна из компонент )(tu
r

 не может иметь на ],[ ba других нулей, 

кроме 
1

t . Отсюда будет следовать, что )(
2

tu  не имеет нулей на ),(
1

ta , и, 

следовательно сохраняет свой знак на ),(
1

ta . Предположим, что на ),(
1

ta   0)(
2

>tu . 

Допустим теперь, что утверждение теоремы не имеет места, т.е. 0)()(
21

≠tvtv  при 

),(
1

tat ∈ , и, следовательно, каждая из компонент )(
1

tv  и )(
2

tv  будет сохранять свой 

знак на ),(
1

ta .  Не теряя общности рассуждений, предположим, что 0)(
2

>tv  при 

),(
1

tat ∈ . Далее, проведя рассуждения, аналогичные проведенным при 

доказательстве теоремы 2.2.1, и, вновь проинтегрировав тождество (2.1.5) от a  

до 
1

t , и, учитывая условие (2.2.20), а также то, что 0)(
12

=tu , получим 

[ ] [ ] .)()()()()()()()()()(
1

2221

1

11121211 ∫∫ −+−=
t

a

t

a

dttvtutptpdttvtutrtrtvtu  

В этом равенстве левая часть будет неотрицательна, тогда как правая − 

отрицательна. Полученное противоречие и доказывает теорему 

(единственность нуля у компоненты )(tv
r

 следует из теоремы 1.2.3). 

Заметим, что как и в случае теоремы 2.2.1, так и в теореме 2.2.2 условия 

(2.2.20d)  можно заменить на слабые условия, а именно, на: 

)()(,)()(
1212

trtrtptp ≥≥ ,  если )()(
12

tptp ≡  или  )()(
12

trtr ≡ . 

Теорема 2.2.3 (о численном сравнении). Пусть 
 









=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

  

и  







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− 

соответственно нетривиальные решения систем  (2.2.1) и (2.2.2), 

удовлетворяющие одним и тем же начальным условиям: 

),()(),()(
2211

avauavau ==                                          (2.2.21) 

 и пусть 

).()(),()(
1221

trtrtptp >>                                          (2.2.22) 
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Тогда, в любой окрестности справа от a , в которой 0)()(
11

≠tvtu  и 0)()(
22

≠tvtu , 

.
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

tv

tv

tu

tu >  

Доказательство. Предположим, что bta ≤<  и проинтегрируем тождество 

(2.2.5) в пределах от a  до t . Учитывая условие (2.2.21), получим 

          
[ ] [ ] .)()()()()()()()()()()()(

222111122112 ∫∫ −+−=−−
t

a

t

a

dttvtutptpdttvtutrtrtvtutvtu                (2.2.23) 

Заметим, что функции )()(
11

tvtu  и  )()(
22

tvtu ,  будучи непрерывными, и не 
обращающимися в нуль на интервале ),( ta , будут сохранять свои знаки, И так 

как 
,0)()()(,0)()()( 2

222

2

111
≥=≥= auavauauavau  

а  0)()(
11

≠tvtu  и 0)()(
22

≠tvtu , то каждое из выражений  )()(
11

tvtu  и )()(
22

tvtu будет 
строго положительным. Тогда правая часть тождества (2.2.23) будет 

положительной, и, следовательно, таковой будет и левая часть, т.е. 
,0)()()()(

1221
>− tvtutvtu  

откуда, учитывая, что 0)()(
22

>tvtu ,  найдем, что 

.
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

tv

tv

tu

tu >  

Теорема доказана. 

В заключении отметим, что неравенства ).()(),()(
1221

trtrtptp >> можно заменить 

более слабыми неравенствами, а именно: )()(),()(
1221

trtrtptp ≥≥ , если только )(
1

tp  

и  )(
2

tp , а также  )(
1

tr   и )(
2

tr  не равны тождественно ни в какой окрестности 

точки a  справа от a , так как и в этих случаях интеграл в правой части 

соотношения (2.2.23) будет положительным. 

Рассмотрим теперь одну теорему сравнения,которую можно получить с 

помощью известной теоремы Штурма. Для этого нам понадобятся  

([13,стр. 204-206]) следующие 

Лемма 2.2.2. Если ],[,, 000 baCrpp ∈′ , то уравнение 

0)()( 00 =+′+′′ ztrztpz                                    (2.2.24a) 

равносильно уравнению 

0)( =+′′ ytqy                                      (2.2.24b) 

в котором 

)(
2

)(

4

)(
)( 0

0

2

0 tr
tptp

tq +
′

−−= ,
                           

(2.2.24c) 

т. е. всякому решению )(tz уравнения (2.2.24а) соответствует одно и только 

одно решение )(ty  уравнения (2.2.24b), задаваемое формулой 

   

∫
=

t

t

dp

etzty 0

0 )(
2

1

)()(

ττ

.                                            (2.2.24d) 



56 

 

Заметим, что из соотношения (2.2.24d) следует, что нули функций )(ty  и )(tz  на 

отрезке ],[ ba  будут совпадать. 

Теорема Штурма о сравнении [3, стр. 134].  Пусть даны  два 

дифференциальных уравнения 
0)(

1
=+′′ ytqy  

и 

,0)(
2

=+′′ ytqy  

причем )()(
12

tqtq ≥ . Tогда между двумя последовательными нулями решения 

первого уравнения обязательно лежит по крайней мере один нуль любого 

решения второго уравнения. 

Рассмотрим систему 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

utru

utpu
                                                 (2.2.25) 

предположив, что ],[, 2 baCrp ∈ . Дифференцируя по t  первое уравнение системы 

(2.2.25), получим 

0)()( 221 =′−′−′′ utputpu .                                        (2.2.26) 

Далее, выразив 2u  и 2u′  из уравнений (2.2.25), а затем подставив найденные 

значения в уравнение (2.2.26), получим следующее уравнение 

0)()(
)(

)(
111 =−′′

−′′ utrtpu
tp

tp
u .                                    (2.2.27) 

Обозначим 

)(

)(

2

1
)(

tp

tp
tk

′
⋅−= ,                                          (2.2.28) 

тогда, согласно лемме 2.2.2, уравнение (2.2.27) можно привести к следующему 

равносильному уравнению 

0)( =+′′ ytqy ,                                          (2.2.29) 

в которoм, с учетом (2.2.24c)  и (2.2.28), будем иметь 

)()()()()( 2 trtptktktq −′−−= ,                                 (2.2.30) 

причем, согласно (2.2.24d), компонента )(1 tu решения системы уравнений  

(2.2.25) будет связана с решением )(ty  уравнения (2.2.27) соотношением 

∫
=

t

t

dk

etuty 0

)(

1 )()(

ττ

, 

где ],[
0

bat ∈ . Из последнего соотношения следует, что нули функций )(1 tu
 

и 

)(ty
 

на отрезке ],[ ba   совпадают. 
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Рассмотрим вновь системы (2.2.1) и (2.2.2), предполагая, что 

 
).2,1(0)(,0)( =<> itrtp

ii
 

Имеет место 

Теорема 2.2.5. Пусть в системах (2.2.1) и (2.2.2)  ),2,1(],[, 2 =∈ ibaCrp
ii

  и 

.
)(

)(
)(

1

2

tp

tp
tP =  

Если  имеют место условия: 

 1. 2,1)0)(,0)((0)(,0)( =≤′≥′≥′≤′ itrtptrtp
iiii

, 

 2. ( )0)(0)( ≤′≥′ tPtP  , 

 3. ( ) 0)(ln ≥″
tP , 

 4.  ),()()()(
2211

trtptrtp ⋅≡⋅   









=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

  

и  







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
- соответственно нетривиальные решения систем 

(2.2.1) и (2.2.2), то 

a) между всякими нулями )(1 tu  находится хотя бы один нуль )(1 tv , 

b) между всякими нулями )(
2

tv  находится хотя бы один нуль )(
2

tu . 

Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

  

и  







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно 

нетривиальные решения систем (2.2.1) и (2.2.2), и имеют место условия: 

 

0)(),2,1(0)(,0)( ≥′=≥′≤′ tPitrtp
ii

 

 

(аналогично проводится доказательство и в другом случае). Повторив 

вышеприведеные рассуждения к каждой из систем (2.2.1)  и (2.2.2), и, 

обозначив 

.2,1,
)(

)(

2

1
)( =

′
⋅−= i

tp

tp
tk

i

i

i

                                 
 (2.2.31) 

   ,2,1),()()()( 2 =−′−−= itrtpktktq
iiiii                              (2.2.32) 

получим соответствующие им уравнения: 

   0)(1 =+′′ ytqy                                             (2.2.33) 

и 

    0)(2 =+′′ ztqz .                                          (2.2.34) 

Соотношения, связывающие первые компоненты решений систем (2.2.1) и 

(2.2.2) с решениями соответствующих им уравнений (2.2.33) и (2.2.34), будут 
иметь вид: 

     

∫
=

t

t

dk

etuty 0

1 )(

1 )()(

ττ

                                    (2.2.35a) 

и 

       

∫
=

t

t

dk

etvtz 1

)(2

1
)()(

ττ

,                                             (2.2.35b) 
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где ],[,
10

batt ∈ . В силу наших предположений будем иметь 

  
.2,1,0

)(

)(

2

1
)( =≥

′
⋅−= i

tp

tp
tk

i

i

i
                                  (2.2.36) 

Пусть  .
)(

)(
)(

1

2

tp

tp
tP =

 
Поскольку 0)( >tP  и 0)( ≥′ tP , то будем иметь 

0
)(

)( ≥
′
tP

tP
. 

Подставив вместо )(tP  в это неравенство 
)(

)(

1

2

tp

tp
  и, упростив, получим 

0
)(

)(

)(

)(

2

1

1

2 ≥⋅
′










tp

tp

tp

tp
 

или 

)(

)(

)(

)(

2

2

1

1

tp

tp

tp

tp ′
≤

′
.                                               (2.2.37) 

Учитывая (2.2.36)  и  (2.2.37), получим, что для любого ],[ bat ∈  

.0)()(
21

≥≥ tktk                                            (2.2.38) 

Следовательно, для любого ],[ bat ∈  будет верно неравенство 

)()( 2

2

2

1 tktk ≥ .                                          (2.2.39a) 

Далее, так как в силу условий теоремы ( ) 0)(ln ≥″
tP , то  найдем, что 

0
)(

)( ≥
′








 ′
tP

tP
. 

Подставив вместо )(tP  в это неравенство 
)(

)(

1

2

tp

tp
 и, упростив, получим 

0
)(

)(

)(

)(

1

1

2

2 ≥
′








 ′
−

′
tp

tp

tp

tp
 

или, с учетом (2.2.31) 

)()( 21 tktk ′≥′ .                                                (2.2.39b) 

 

И, наконец, так как по условию теоремы )()()()(
2211

trtptrtp ⋅≡⋅ при  ],[ bat ∈ , то 

учитывая неравенства (2.2.39a)  и  (2.2.39b),  получим 

 
( ) ( ) 0)()()()()()()()()()( 221121

2

2

2

112 ≥−+′−′+−=− trtptrtptktktktktqtq  

или 

)()( 12 tqtq ≥ . 

 

Из условий теоремы и обозначений (2.2.31) и (2.2.32) будет также следовать, 

что ],[, 21 baCqq ∈ . Таким образом получим, что для уравнений (2.2.33) и (2.2.34) 

имеют место условия теоремы Штурма o сравнении, согласно которой между 

нулями всякого решения )(ty  уравнения (2.2.33), а значит, согласно (2.2.35a), и 

)(1 tu , найдется хотя бы один нуль всякого решения уравнения (2.2.34) )(tz , а 
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значит, согласно (2.2.35b), и )(1 tv . Для доказательства утверждения b)  

достаточно повторить вышепроведенные рассуждения применительно к 

системам (2.2.31) и (2.2.32), записав их в виде 





−−=
−=′−

),)(('

,)()(

221

122

ztpz

ztrz
 

и 





−−=′
−=′−

).)((

,)()(

211

112

ytpy

ytry
 

Теорема доказана. 

Замечание.  Учитывая процесс доказательства теоремы 2.2.5, можно условия 

1-3 заменить на одно, более слабое условие вида: для любого ),( bat ∈  

),()()()( 2

22

2

11
tktktktk +′≥+′  

где )2,1()( =itk
i

определяются из соотношений (2.2.31). 

Обозначим через in  − число нулей  i -ой компоненты нетривиального 

решения системы (2.2.1), а через )2,1( =imi  − число нулей  i -ой компоненты 

нетривиального решения системы (2.2.2). Имеет место 

Теорема 2.2.6. Пусть в системах (2.2.1) и (2.2.2)  ),2,1(],[, 2 =∈ ibaCrp
ii

  

.
)(

)(
)(

1

2

tp

tp
tP =  

и имеют место условия: 

 1. 2,1)0)(,0)((0)(,0)( =≤′≥′≥′≤′ itrtptrtp
iiii

, 

 2. ( )0)(0)( ≤′≥′ tPtP  , 

 3. ( ) 0)(ln ≥″
tP , 

 4.  ).()()()(
2211

trtptrtp ⋅≡⋅   

Тогда, если компоненты нетривиального решения системы (2.2.1)  имеют нули, 

причем   1
21

+= nn ,   то их число совпадет с числом нулей соответствующей 

компоненты любого нетривиального решения системы (2.2.2)   или будет 

отличаться на единицу. 

Доказательство. По условию теоремы ).2,1(0 => in
i

  Из теоремы 2.2.5, будет 
следовать, что имеют место неравенства 

.1,1 2211 −≥−≥ mnnm                                   (2.2.41a) 

Предположим теперь, что 1
21

+= nn .   Согласно теореме 1.3.2  будeт верным 

следующее условие: 

      
21

mm =  или .1||
21

=− mm                                  (2.2.41b) 

 Если 
21

mm = ,  то с учетом (2.2.41a)  будем иметь 

  ,11
211221

nnmmnn =−≥=≥+=  

откуда и из (2.2.41a) будет следовать, что 
.1,1

222111
+≤≤≤≤− nmnnmn  

Если же  1||
21

=− mm , то легко найти, что в случае 1
21

=− mm  будем иметь 

.11,11
222111

+≤≤−+≤≤− nmnnmn  
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 а при 1
12

=− mm  получим 

.1,1
2211

+=−= nmnm  

Теорема доказана. 

Замечание 1. Из процесса доказательства теоремы 2.2.6 следует, что если 

имеют место условия теоремы 2.2.6 и 1
21

+= nn ,  то возможны следующие 

варианты: 

1. .,
2211

nmnm ==  

2. .1,
2211

+== nmnm  

3. .,1
2211

nmnm =−=  

4. .1,1
2211

−=−= nmnm  

     5. .1,1
2211

+=+= nmnm  

     6.  .1,1
2211

+=−= nmnm  

Замечание 2. Повторив изложенные в теореме 2.2.6 рассуждения, нетрудно 

показать, что при  1
21

−= nn  возможны два случая: 

1. .2,
2211

−== nmnm  

2. ,,2
2211

nmnm =+=   

a в случае 
21

nn = ,  возможными будут следующие случаи: 

 1. .,
2211

nmnm ==  

2. ).,1(1,
22112211

nmnmnmnm =−=−==  

3. ).1,(1,
22112211

+==+== nmnmnmnm   

4. .1,1
2211

−=−= nmnm  

5. .1,1
2211

+=+= nmnm  

6.  .2,1
2211

−== nmnm  

 

Рассмотрим параллельно с системой 





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy

                                             

(2.2.42a) 

систему 





=′
=′

− .)()(

,)(

.1

)(

2

2

)(

1

ztrtez

ztpez
tf

tf

                                       (2.2.42b) 

Из теоремы 2.2.6 будет следовать 

Теорема 2.2.7.  Пусть имеют место условия: 

  1. ,0)(,0)(),2,1(],,[,, 2 <>=∈ trtpibaCfrp  

  2.  ,0)(,0)( ≥′≤′ trtp
    

( ),0)(,0)( ≤′≥′ trtp
 

  3.  0)( ≥′ tf ,               ( ),0)( ≤′ tf  

  4.  ,
)(

)(

)(

)(

tf

tf

tp

tp ′
−≤

′

       
,

)(

)(

)(

)(







 ′
−≥

′
tf

tf

tr

tr
  

  5.  0)( ≥′′ tf .  
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Тогда, если компоненты нетривиального решения системы (2.2.42а) имеют 

нули, причем 1
21

+= nn , то их число совпадет с числом нулей соответствующей 

компоненты всякого нетривиального решения системы (2.2.42b) или будет 

отличаться на единицу. 

Доказательство. Предположим, что 

0)(,0)( ≥′≤′ trtp                                                   (2.2.43) 

и функция )(tf  удовлетворяет условиям теоремы. Предположим, что 

0)(,
)(

)(

)(

)(
,0)( ≥′′′

−≤
′

≥′ tf
tf

tf

tp

tp
tf                                 (2.2.44) 

(аналогично рассматривается случай в скобках). Примем 

 
).()(),()(),()(),()( )(

2

)(

211
tretrtpetptrtrtptp tftf −====  

 

Тогда, с учетом условий  (2.2.43) и (2.2.44), будем иметь 

1. ),2,1(0)(,0)( =<> itrtp
ii

 

2.  ( ) ,0)()()()()()()(,0)( )()()(

21
≤′+′=′+′=′≤′ tptptfetpetptfetptp tftftf  

3.  ( ) ,0)()()()()()()(,0)( )()()(

21
≥′+′−=′′+′−=′≥′ −−− trtrtfetretrtfetrtr tftftf  

4.  ,0)(
)(

)(
)( )(

1

2 ≥′=
′









=′ tfe

tp

tp
tP tf  

5. ( ) 0)()(ln ≥′′=″
tftP , 

6. ).()()()(
2211

trtptrtp ⋅≡⋅  

 

Таким образом имеют место все условия теоремы 2.2.6. Применив ее, получим, 

то, что требовалось доказать. 

Замечание. Выполнение условия  

,
)(

)(

)(

)(

tf

tf

tp

tp ′
−≤

′
                                               (2.2.45) 

можно опеспечить, например, следующим образом. В силу непрерывности 

,
)(

)(

tp

tp′
 и, следовательно, его ограниченности на отрезке ],[ ba , найдется число C , 

такое, что 

.
)(

)(
max

tp

tp
C

bta

′
=

≤≤
 

Заметим, что в силу условий теоремы 0≤C   и  условие Ctf −≤≤ )(0  обеспечит 
выполнение и неравенства (2.2.45). Очевидно, что такой выбор функции )(tf  

всегда возможен. Например, этому условию, а также условиям 3,5 теоремы 

будут удовлетворять линейные функции ,)( mkxxf +=   где k −любое 
неотрицательное число, удовлетворяющее условию Ck −≤ ,  а m − произвольное 
число. Аналогичным образом можно обеспечить выполнение условия 3-5 в 

случае .
)(

)(

)(

)(

tf

tf

tr

tr ′
−≥

′
 Для этого достаточно, например, определить ,)( mkxxf +=  
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где k − любое неположительное число, удовлетворяющее условию Ck −≥ ,  

m − произвольное число, и 

.
)(

)(
min

tr

tr
C

bta

′
=

≤≤
 

Из теоремы 2.2.7, в частности, следует, что для определения числа нулей 

компонент решений некоторых систем типа (2.2.42a) при условии, что 

1. ,0)(,0)(],,[, 2 <>∈ trtpbaCrp  

2. функции )(),( trtp −  − монотонные одного характера, 

можно построить новую систему (2.2.42b) так, чтобы при этом выполнялись 

условия 3-5 теоремы 2.2.7 и можно было бы аналитически найти число нулей 

компонент решений системы (2.2.42b), которое, согласно утверждению 

теоремы 2.2.7, позволит оценить количество нулей компонент решений 

системы (2.2.42a). Проиллюстрируем сказанное на следующем примере. 

Рассматривается система 





−=′
=′

,

,

12

2

3

1

tyy

yty                                        (2.2.46a)  

Требуется оценить количесвто первой компоненты нетривиального решения 

системы на отрезке ]4,5.1[ . Выберем в качестве функции )(tf  функцию tln− .  

Нетрудно проверить, что при этом имеют место условия теоремы 2.2.7, и, 

следовательно, количество нулей компонент решений этой системы будет 
определяться количеством нулей компонент решений системы 





−=′
=′

,

,

1

2

2

2

2

1

ztz

ztz

                                  
(2.2.46b) 

Система (2.2.46b) интегрируется к квадратурах и еe частное решение можно 

представить в виде 

.
3

cos)(,
3

sin)(
3

2

3

1 







=








= t

tz
t

tz  

Для определения нулей первой компоненты )(1 tz   будем иметь 

,,
3

3

Zkk
t ∈= π  

откуда найдем 
3 3 kt π= . 

Учитывая условие 45.1 ≤≤ t ,  найдем 

ππ 3

4

3

5.1
33

≤≤ к . 

Отсюда легко найти, что 
1

n − количество нулей первой компоненты системы 

(2.2.46b) будет равно 7-и, при этом, 
2

n − количество нулей второй компоненты, 

также будет равно 6-и. Таким образом, 1
21

+= nn  и имеют место условия теоремы 

2.2.7, и, следовательно, количество нулей первой компоненты решения системы 

(2.2.46a) на отрезке [1.5,4] будет равно одному из чисел 6,7 или 8. 

Покажем теперь, что при определенных условиях, для систем (2.2.42a) 

удается свести определение числа нулей компонент решений к определению 

числа корней определенного уравнения. Имеет место 
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Теорeмa 2.2.8.  Пусть 

.
)(

)(
)(

tr

tp
tP −=  

и коэффициенты системы  (2.2.42a)  удовлетворяют условиям: 

1. ,0)(,0)(],,[, 2 <>∈ trrpbaCrp    
2. )0)(,0)((0)(,0)( ≤′≥′≥′≤′ trtptrtp , 

3.  ( )0)(0)( ≤′≥′ tPtP , 

4. ( ) 0)(ln ≥″
tP . 

 Тогда, если уравнения 

  
Zkkdrp

t

a

∈=−∫ ,)()( πτττ                                  (2.2.46c) 

и 

  
Znndrp

t

a

∈+=−∫ ,
2

)()( ππτττ
                

         (2.2.46d) 

имеют корни на отрезке ],[ ba , причем 1
21

+= nn , где 
1

n  и  
2

n − число корней 

соответственно для уравнений (2.2.46c) и (2.2.46d), то число нулей первой 

(второй) компоненты нетривиального решения системы  (2.2.42a),  

принадлежащих отрезку ],[ ba , совпадет  с числом корней уравнения (2.2.46c) 

((2.2.46d)) или будет отличаться на единицу. 

Доказательство. Не теряя общности рассуждений, предположим, что 
.0)(,0)( ≥′≤′ trtp  

Примем: 

).()(),()(),()(,)()()(
22111

trtrtptptptrtrtptp ==−=−=  

Заметим, что 
).2,1(0)(,0)( =<> itrtp

ii
 

Тогда, с учетом условий теоремы и сделанных преположений, будем иметь: 

1. ),2,1(0)(,0)( =≤′≥′ itrtp
ii

 

2. ,0
)(

)(

)(

)(
)(

1

2 ≥
′











−=

′









=′

tr

tp

tp

tp
tP  

3. ).()()()(
2211

trtptrtp ≡  

Учитывая также условие 4 теоремы, получим, что имеют место условия 

теоремы 2.2.7, согласно которой число нулей любой из компонент решения 

системы (2.2.42a) будет или равно числу нулей соответствующей компоненты 

решения системы 







−−=′
−=′

,)()(

,)()(

12

21

ztrtpz

ztrtpz  

или отличаться на единицу. Нетрудно найти, что одно из частных решений 

полученной системы можно представить в виде 

 

.)()(cos)(,)()(sin)(
21








 −=






 −= ∫∫ ττττττ drptzdrptz
t

a

t

a
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Тогда число нулей компоненты )(
1

tz будет равно числу корней уравнения 

,,)()( Zkkdrp
t

a

∈=−∫ πτττ  

принадлежащих отрезку ],[ ba ,  а число корней компоненты )(
2

tz  − числу корней 

уравнения 

.,
2

)()( Znndrp
t

a

∈+=−∫ ππτττ  

Применив теорему 2.2.6, получим то, что и требовалось доказать. 

Заметим, что если обозначить 

,)()( τττ drpM
b

a

∫ −=  

то 
1

n  и  
2

n , обозначающие число  корней соответственно уравнений (2.2.46c) и 

(2.2.46d), определятся формулами: 

,1
2

1
,1

11
+




 −=+




=
ππ
M

n
M

n  

где 






π
M

 означает целую часть числа 
π
M

.  

Рассмотрим применение теоремы 2.2.8 на конкретном примере. 
Предположим, что требуется найти количество нулей первой компоненты 

решения следующей системы на отрезке [2, 6]. В данном случае 

0
1

)(,0)1()( <
+

−=>+=
t

t
trtttp . 

Воспользовавщись вышеприведенными формулами, последовательно найдем: 

.4,5,096.5
21

6

2

==≈= ∫ nndM ττ  

Непосредственными вычислениями нетрудно убедиться в том, что имеют место 

условия теоремы 2.2.7, согласно которой, например,  
1

m − число нулей первой    

компоненты решения рассматриваемой системы будет равно одному из чисел: 

4,5 или 6. 

Используя представленный в следующей лемме вид решений системы (1.3.1), 

можно получить и приводимую ниже теорему сравнения. Имеют место 

следующие утверждения: 

Лемма 2.2.3. Решение системы (1.3.1) можно представить в виде 

),(sin)()(
1

ttqty θ=                                      (2.2.47a) 

),(cos)()(
2

ttqty θ=                                     (2.2.47b) 

где )(tθ - решение уравнения 

    θθθ 22 sin)(cos)( trtp −=′                                  (2.2.47c) 

с начальным условием )(aθ , удовлетворяющим условию πθ <≤ )(0 a , и 

[ ] .)(2sin)()(
2

1
exp)(

0 





 += ∫ ττθττ drptq

t

                   (2.2.47d) 

 



65 

 

Доказательство. Заметим сначала, что 

[ ] [ ] =++






 +=′ ∫ )(cos)(sin)()()(2sin)()(

2

1
exp)(

0
τθτθττττθττ rpdrptq

t

 

[ ] ).(cos)(sin)()()( τθτθττ rptq ++=  

Тогда будем иметь 

[ ] ≡−′≡=′ )(cos)()()(sin)()()()(
21

ttqtpttqtytpty θθ  

≡−′⋅+′≡ )(cos)()()]()(cos)()(sin)([ ttqtptttqttq θθθθ  

−−−++≡ ]sin)()(0sin)()(0cos)()[(cos)()(cos)(sin)]()()[( 2222 trttrttpttqtttrtptq θθθθθ  

.0)(cos)()( ≡− ttqtp θ  

Аналогично доказывается, что указанноe в лемме общее решение 
удовлетворяет и второму уравнению системы (1.3.1). Лемма доказана. 

Следствие. При  0)( >tp  и  0)( <tr  компоненты всякого нетривиального 

решения  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
 системы (1.3.1) на любом отрезке ],[],[ badc ⊆ , не 

содержащем нули компонент, удовлетворяют соотношению 

,
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

cy

cy

ty

ty >  

а при  0)( <tp   и  0)( >tr  соотношению 

.
)(

)(

)(

)(

2

1

2

1

cy

cy

ty

ty <  

Доказательство.  Предположим, что в системе (1.3.1) 0)( <tp , 0)( >tr  

(аналогично проводится доказательство и в случае  0)( >tp ,  0)( <tr ). Тогда из 
соотношения (2.2.47c) будет следовать, что 0)( <′ tθ , а значит на отрезке ],[ dc

функция )(tθ убывает. И, следовательно, при ],[ dct ∈  будем иметь 

           )()( ct θθ < .                                                   (2.2.48) 

С другой стороны, из соотношений (2.2.47а) и (2.2.47b) будет следовать, что 

).(
)(

)(

2

1 ttg
ty

ty θ=  

Отсюда, учитывая (2.2.48), а также то, что функция ttg − возрастающая, при 

],[ dct ∈   будем иметь требуемое соотношение: 

.
)(

)(
)()(

)(

)(

2

1

2

1

cy

cy
ctgttg

ty

ty =<= θθ  

Рассмотрим каноническую систему (1.3.1) в предположении, что )(),( trtp - 

действительные функции, определенные и непрерывные на отрезке ],[ ba . Пусть  









=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− нетривиальное решение системы (1.3.1). Тогда согласно лемме 

2.2.3, компоненты этого решения можно записать в виде 
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  ),(cos)()(),(sin)()(
21

ttqtyttqty θθ ==                               (2.2.49) 

 

причем )(tq  и  )(tθ  будут удовлетворять следующим уравнениям 

[ ] ),(2sin)()(
2

1
ttrtpq θ+=′                                    (2.2.50) 

      )(sin)()(cos)( 22 ttrttp θθθ −=′ .                                    (2.2.51) 

 Решению  







=

)(

)(
)(

2

1

t

t
t

ϕ
ϕ

ϕr  системы (2.2.50)-(2.2.51) соответствует решение 

)(),( ttr ωθρ ==  уравнений (2.2.50), (4.8.51), причем из  равенств (2.2.49) следует, 
что 

.,
1

22

2

2

1

2









=+=

ϕ
ϕωϕϕρ arcgt  

Так как функции )(
1

tϕ и )(
2

tϕ  одновременно в нуль не обращаются, то 0)(2 >tρ  на  

),( ba . Значит, не нарушая общности, можно считать, что 0)( >tρ , Тогда, если 

принять 

),(2sin)(
2

1
)()()( 2

21
ttttt θρϕϕψ =⋅=  

то, очевидно, что функция )(tψ будет обращаться в нуль только тогда, когда 

обрашается в нуль одна из компонент )(
1

tϕ и )(
2

tϕ  и когда  )(tω есть целое число, 

кратное 2/π . 

Заметим, что так как функции )(cos2 tθ  и  )(sin2 tθ  равномерно ограничены, то 

уравнение (2.2.51) имеет решение на каждом интервале.  Так как правая часть 

уравнения (2.2.51) дифференцируема по )(tθ , то решение единственно в 

обычном смысле.  

Из (2.2.49) следует, что 

.0)(sin)()(cos)(
21

=− ttytty θθ                                  (2.2.52) 

В краевых задачах общий вид условия (2.2.52) в конечной точке at =  будет 
иметь вид: 

.0sin)(cos)(
21

=− αα tyty                                    (2.2.53) 

Из (2.2.46) ясно, что такое условие эквивалентно более простому условию− 

)(mod)( παθ =a . 

Сравним теперь поведение решений двух систем вида (1.3.1). Рассмотрим 

системы уравнений 





=′
=′

.)(

,)(

12

21

ytry

ytpy

i

i                                                 (2.2.54) 

Имеет место 

Теорема 2.2.9. Пусть функции  
i

p  и  
i

r  непрерывны на отрезке  ],[ ba  и пусть 

)()(),()(
1212

trtrtptp ≤≥                                              (2.2.55) 

на ],[ ba . 







=

)(

)(
)(

1

1

tu

tu
tu

r
 и  








=

)(

)(
)(

1

1

tv

tv
tv

r
− нетривиальные решения системы (2.2.55) 

соответственно при 1=i и 2=i  и ).()(
12

aa ωω ≥ Тогда 
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).()()(
12

btatt ≤≤≥ ωω                                            (2.2.56) 

Кроме того, если )()(
12

trtr >  на ),( ba , то 

).()()(
12

btatt ≤≤> ωω                                            (2.2.57) 

Доказательство. Учитывая определение функции )(tω имеем 

     .sincos)(,sincos)(
2

2

22

2

221

2

11

2

11
ωωωωωω rptrpt −=′−=′                      (2.2.58) 

Откуда найдем 

( ) ,)sin)(sin(
2

2

1

2

1112
hpr +−+=′− ωωωω                                   (2.2.59) 

где 
.sin)(cos)(

2

2

212

2

12
ωω rrpph −+−=  

В силу условий теоремы, очевидно, что 0≥h . Примем 
12

ωω −=u , тогда из 
условия (2.2.56) будет следовать, что 0)( >au . Далее, из (2.2.59) получим 

,hfuu +=′                                                       (2.2.60) 

где 

.
sinsin

)sin)(sin(
12

12

1211 








−
+−+−=

ωω
ωωωωprf  

Очевидно, что функция f  непрерывна и равномерно ограничена. Так как 0≥h , 

то из (2.2.60) будет следовать 

.0≥−′ fuu                                                       (2.2.61) 

Примем 

∫=
b

t

dssftF ,)()(  

и умножим неравенство (2.2.61) на Fe . Получим 

 
.0≥′+′ ueFue FF  

 

Интегрируя в пределах от  a  до t , найдем 

   .0)()( )()( ≥≥ auetue aFtF                                          (2.2.62) 

Отсюда будет следовать,что 0)( ≥tu . И, следовательно, неравенство (2.2.56) 

доказано. 

Предположим теперь, что неравенство (2.2.57) не имеет места.Тогда должно 

существовать такое ac > , что 

).()()(
12

ctatt ≤≤= ωω                                            (2.2.63) 

В самом деле, если предположить противное, то, согласно (2.2.56), должна 

существовать последовательностсь точек { }
j

t , сходящаяся к a  такая, что 

)()(
12 jj

tt ωω > . Воспользовавшись неравенством (2.2.62), и, заменив в нем a  на 
j

t

получим, что для 
j

tt >  имеет место неравенство )()(
12

tt ωω > . Так как точки 
j

t  

можно брать сколь угодно близкими к a , то отсюда будет следовать 

неравенство (2.2.63).  Следовательно, действительно для некоторого ac >  имеет 

место равенство (2.2.63). В этом случае получим, что для ],[ cat ∈  имеет место 

равенство 
.0sin)(cos)( 2

21

2

12
=−+− ωω rrpp  
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где  
21

ωωω == . Однало при 
12

rr >   и 
12

pp ≥  это равенство возможно лишь в том 

случае, когда  
),(mod

21
πωω =  

и когда 
12

pp ≡  на интервале ),( ca . Однако равенства (2.2.59) в случае 
),(mod

21
πωω =  и условиях теоремы, очевидно, невозможны. Это противоречие 

и доказывает (2.2.57), когда 
12

rr > . 

 

2.3.  О теоремах сравнения для линейных однородных систем  

Перейдем теперь к доказательству теорем сравнения для двумерных 

линейных однородных систем дифференциальных уравнений. Итак, 

рассматриваются следующие  системы уравнений 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

2221212

2121111

ytpytpy

ytpytpy

                                          
(2.3.1a) 

и 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

2221212

2121111

ytqytqy

ytqytqy                                                     (2.3.1b) 

где )2,1,()(),( =jitqtp
ijij − действительные, непрерывные на отрезке  ],[ ba  функции. 

Воспользовавшись леммой 1.2.3, преобразуем системы (2.3.1a) и (2.3.1b) к 

соответствующим равносильным системам 





=′
=′

,)(

,)(

112

211

ztrz

ztpz                                                       (2.3.2a) 

и 





=′
=′

,)(

,)(

122

221

ztrz

ztpz                                                      (2.3.2b) 

где 
∫ −∫ −

==
t

t

dpp
t

t

dpp

etptretptp 0

)](22)(11[

211

0

)](11)(22[

121
)()(,)()(

ττττττ

,                   (2.3.3a) 

.)()(,)()( 0

)](22)(11[

212

0

)](11)(22[

122

∫ −∫ −

==
t

t

dqq
t

t

dqq

etqtretqtp
ττττττ

                 (2.3.3b) 

Имеет место 

Теорема 2.3.1. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и  








=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно 

нетривиальные решения систем  (2.3.1a) и (2.3.1b), удовлетворяющие одним и 

тем же начальным условиям: 

),()(),()(
2211

avauavau ==                                        (2.3.4) 

и пусть 

1. ),()()()(
11221122

tqtqtptp −≥−  

2. ,0)()(,0)()(
21122112

>> tqtqtptp  

3. ,0)()(,0)()(
21211212

>> tqtptqtp  

4. .)()(,)()(
21211212

tptqtptq <>  
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Тогда, если одна из компонент )(tu
r

имеет нуль на отрезке ],[ ba , то одна из 

компонент )(tv
r

имеет в том же ],[ ba   нуль, единственный для обеих компонент, 

причем нуль компоненты )(tv
r

 не больше нуля компоненты )(tu
r

. 

Доказательство. Предположим, что для систем (2.3.1a) и (2.3.1b) имеют 

место условия (1)-(4). Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

 
− произвольное нетривиальное решение 

системы (2.3.1a), а  







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− системы (2.3.1b), удовлетворяющие условиям 

(2.3.4). Рассмотрим параллельно с системами (2.3.1a) и  (2.3.1b) равносильные 

им системы  (2.3.2a) и (2.3.2b). Выберем в формулах (2.3.3a) и (2.3.3b) в 

качестве 
0

t  – a , и пусть 







=

)(

)(
)(

20

10

0
tu

tu
tu

r
  и  








=

)(

)(
)(

20

10

0
tv

tv
tv

r

 

− соответствующие решениям 

)(tu
r

 и )(tv
r решения систем (2.3.2a) и (2.3.2b). Тогда, с учетом формул (1.1.4а) и 

(1.1.4b), будем иметь, что 
).()(),()(

20201010
avauavau ==  

Далее, из условий теоремы и из соотношений (2.3.3a) и (2.3.3b) будет следовать, 

что 
,0)()(,0)()(

2121
>> trtrtptp  

,0)()(,0)()(
2211

>> trtptrtp  

причем 

,)()()()(
1

0

)](11)(22[

12

0

)](11)(22[

122
tpetpetqtp

t

t

dpp
t

t

dqq

=>=
∫ −∫ − ττττττ

 

.)()()()(
1

0

)](22)(11[

21

0

)](22)(11[

212
tretpetqtr

t

t

dpp
t

t

dqq

=>=
∫ −∫ − ττττττ

 

Заметим теперь, что по отношению к системам (2.3.2a) и (2.3.2b) имеют место 

условия теоремы 2.2.2. Применив ее, получим, что если одна из компонент )(
0

tu
r

 

имеет нуль на отрезке ],[ ba , то одна из компонент )(
0

tv
r имеет в том же ],[ ba  нуль, 

единственный для обеих компонент, причем нуль компоненты )(
0

tv
r не больше 

нуля компоненты vec )(
0

tu
r

. Учитывая следствие из леммы 1.2.3, получим, что 

вышесказанное верно и для компонент )(tu
r

  и )(tv
r

. Теорема доказана. 

Заметим, что если системы (2.3.1a) и (2.3.1b) являются системами I-ого типа, 

то, очевидно, что для них  имеет место условие 1 теоремы 2.3.1. И, 

следовательно, из теоремы 2.3.1 будет следовать 

Следствие. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и  








=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно нетривиальные 

решения систем I-ого типа: (2.3.1a) и (2.3.1b), удовлетворяющие в точке  a  

одним и тем же начальным условиям: 

),()(),()(
2211

avauavau ==  

и пусть 

 

1. ,0)()(,0)()(
21122112

>> tqtqtptp  
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2. ,0)()( >tqtp
ijij

 

3. .)()(,)()(
21211212

tptqtptq <>  

Тогда, если одна из компонент )(tu
r

 имеет нуль на отрезке ],[ ba , то одна из 

компонент )(tv
r

имеет в том же ],[ ba  нуль, единственный для обеих компонент, 

причем нуль компоненты )(tv
r

 не больше нуля компоненты )(tu
r

. 

Для иллюстрации полученных результатов, сравним следующие системы  
I-ого типа: 





+−=′
−=′

,)(

,)(

212

211

ytfyy

yytfy  

и
 





+−=′
−=′

,)(

,4)(

212

211

ytqyy

yytqy  

где )(tf   и  )(tq  − некоторые действительные функции, определенные и 

непрерывные на отрезке ]1,0[ . В рассматриваемом случае 

),()()(),()()(
22112211

tqtqtqtftptp ≡≡≡≡  

,01)()(,04)()(,04)()(,01)()(
2121121221122112

>=>=>=>= tqtptqtptqtqtptp  

причем 
.)(11)(,)(14)(

21211212
tptqtptq =≤==>=  

Если потребовать выполнения условия ),0()0(),0()0(
2211

vuvu ==  то получим, что 

имеют  место условия следствия из теоремы 2.3.1, а значит верно и его 

утверждение. Убедимся в этом непосредственно. Воспользовавшись 

формулами для решения подобных систем (см. пример 4), найдем, что если  
)(tu

r
− общее решение  первой системы, а )(tv

r
− общее решение второй системы, 

то будем иметь 

( ) ( ) ,)(,)(
)(

212

)(

211

∫⋅+=∫⋅+−= −− dttf
tt

dttf
tt eeCeCtueeCeCtu  

( ) ( ) .)(,2)(
)(

212

)(

211

∫⋅+=∫⋅+−= −− dttq
tt

dttq
tt eeBeBtveeBeBtv  

где 
121

,, BCC  и 
2

B − произвольные постоянные. Потребуем, чтобы имело место 

также условие 
).0()0(),0()0(

2211
vuvu ==  

Получим 





+=+
+−=+−
,

,22

2121

2121

BBCC

BBCC
 

откуда найдем 

.
2

,
2

2

2

1

1

C
B

C
B ==  

Далее, предположим, что первая компонента )(tu
r

  имеет нуль в точке ]1,0[
0
∈t . Из 

формулы для компоненты )(
1

tu  найдем, что 
1

2

0
ln

2

1

C

C
t = , причем, очевидно, что 

наличие этого нуля на отрезке ]1,0[  возможно лишь при 2

1

21 e
C

C ≤≤ . Это условие 



71 

 

обеспечит существование нуля на отрезке ]1,0[  и у первой компоненты )(tv
r

 в 

точке 
1

2

1

2

0
ln

4

1
ln

4

1

C

C

B

B
t ==′ , так как из этого соотношения будет следовать, что  

2

1
0

0
≤′≤ t , причем нуль 

0
t′   компоненты )(

1
tv  будет не больше нуля 

0
t  компоненты 

)(
1

tu , поскольку  .ln
2

1
ln

4

1

1

2

1

2

C

C

C

C ≤  

Теорема 2.3.2. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и  








=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
− соответственно 

нетривиальные решения систем  (2.3.1a) и (2.3.1b), удовлетворяющие одним и 

тем же начальным условиям: 

),()(),()(
2211

avauavau ==                                        (2.3.5) 

и пусть 

1. ),()()()(
22112211

tqtqtptp −≥−  

2. ,0)()(,0)()(
21122112

<< tqtqtptp  

3. ,0)()(,0)()(
21211212

>> tqtptqtp  

4. .)()(,)()(
21211212

tptqtptq >>  

Тогда, если одна из компонент   )(tu
r

 имеет l  нулей на отрезке ],[ ba , то одна из 

компонент )(tv
r

имеет в том же ],[ ba  не менее  l  нулей, причем k -ый нуль 

компоненты )(tu
r

  не больше k -ого нуля компоненты )(tu
r

. 

Доказательство. Предположим, что для систем (2.3.1a) и (2.3.1b) имеют 

место условия 1-4. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
− произвольное нетривиальное решение 

системы (2.3.1a), а  







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
 − системы (2.3.1b), для которых  имеет место 

условие (2.3.5). Рассмотрим вновь параллельно с системами (2.3.1a) и (2.3.1b) 

равносильные им системы  (2.3.2a) и (2.3.2b) и пусть 







=

)(

)(
)(

20

10

0
tu

tu
tu

r
  и  








=

)(

)(
)(

20

10

0
tv

tv
tv

r
 

− соответствующие решения систем (2.3.2a) и (2.3.2b) при at =
0

. Тогда будем 

иметь 
).()(),()(

20201010
avauavau ==  

 

В этом случае, из соотношений (2.3.3a) и (2.3.3b)  и из условий теоремы, будет 

следовать, что 
,0)()()()(,0)()()()(

212121121221
>≡>≡ tqtptrtrtqtptptp  

,0)()()()(,0)()()()(
211222211211

<≡<≡ tqtqtrtptptptrtp  

,)()()()(
1

0

)](11)(22[
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0

)](11)(22[

122
tpetpetqtp

t

t
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t

t

dqq

=>=
∫ −∫ − ττττττ

 

.)()()()(
1

0

)](22)(11[

21

0

)](22)(11[

212
tretpetqtr

t

t

dpp
t

t

dqq

=>=
∫ −∫ − ττττττ

 

По отношению к системам (2.3.2a) и (2.3.2b) имеют место условия теоремы 

2.1.1. Применив ее, получим, что если одна из компонент )(
0

tu
r

 имеет   l  нулей 
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на отрезке ],[ ba , то одна из компонент )(
0

tv
r имеет в том же  отрезке ],[ ba   не менее 

l   нулей, причем k -ый нуль компоненты )(
0

tv
r

 не больше  k -ого нуля 

компоненты )(
0

tu
r

. И, вновь, учитывая следствие из леммы 1.3.1, получим, что 

вышесказанное верно и для компонент )(tu
r

 и )(tv
r

. Теорема доказана. 

Поскольку условие 1 теоремы 2.3.2 будет иметь место для систем 1-oго типа, 

то из теоремы 2.3.2 будет вытекать 

Следствие. Пусть 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
 и 








=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
 –соответственно нетривиальные 

решения  систем    I-ого типа: (2.3.1a) и (2.3.1b),  удовлетворяющие  в     точке  

одним и тем же начальным условиям : 
),()(),()(

2211
avauavau ==  

и пусть 

1. ,0)()(,0)()(
21122112

<< tqtqtptp  

2. ,0)()(,0)()(
21211212

>> tqtptqtp  

3. .)()(,)()(
21211212

tptqtptq >>  

Тогда, если одна из компонент   )(tu
r

 имеет l  нулей на отрезке ],[ ba , то одна из 

компонент )(tv
r

имеет в том же ],[ ba  не менее  l  нулей, причем k -ый нуль 

компоненты )(tv
r

  не больше k -ого нуля компоненты )(tu
r

. 

Проиллюстрируем утверждение теоремы 2.3.2, сравнив следующие системы  

1-ого типа: 
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ytfyy

yytfy  

и
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212

211

ytqyy

yytqy  

 

где )(tf   и  )(tq  − некоторые действительные функции, определенные и 

непрерывные на отрезке ],0[ π .  В данном случае 
 

),()()(),()()(
22112211

tqtqtqtftptp ≡≡≡≡  

,02)()(,02)()(,04)()(,01)()(
2121121221122112

>=>=<−=<−= tqtptqtptqtqtptp  

причем 
.)(12)(,)(12)(

21211212
tptqtptq =>==>=  

 

Далее, обратившись к примеру 12, найдем, что если )(tu
r

 − общее решение 
первой системы, а )(tv

r
 − общее решение второй системы, то будем иметь 

,)sin()(,)cos()(
)(

2

)(

1

∫⋅+=∫⋅+=
dttfdttf

etAtuetAtu ϕϕ  

,)2sin()(,)2cos()(
)(

2

)(

1

∫⋅+=∫⋅+=
dttqdttq

etBtvetBtv ψψ  
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где BA ,,ϕ и ψ − произвольные постоянные. Потребуем, чтобы имело место 

также условие 
).0()0(),0()0(

2211
vuvu ==  

Получим 





=
=

,sinsin

,coscos

ψϕ
ψϕ

BA

BA
 

откуда найдем, что  ψϕ tgtg =  или ., Znn ∈+= πϕψ  Предположим теперь, что 

первая компонента )(tu
r

 имеет m  нулей в точках .,...,2,1],,0[
,0

mkt
k

=∈ π  Учитывая 

формулу, определяющую компоненту )(tu
r

, получим, что ,,
2

,0
Zkkt

k
∈++−= ππϕ  при 

условии, что πππϕ ≤++−≤ k
2

0 . Очевидно, что это условие будет гарантировать 

существование как минимум m  нулей на отрезке ],0[ π  и у первой компоненты 

)(tv
r

  в точках ,,
242

,0
Znnt

n
∈++−=′ ππϕ

 причем k  -ый нуль 
k

t
,0
′ компоненты )(

1
tv будет 

не больше k -ого нуля 
k

t
,0
 компоненты )(

1
tu . 
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Г Л А В А 3 

О ТЕОРЕМАХ ОСЦИЛЛЯЦИИ 

3.1.  Об осцилляции решений  линейной однородной системы 

 

Доказанные в главе 2  теоремы сравнения позволяют нам, например, зная 

некоторые свойства решений аналогичных систем с постоянными 

коэффициентами, перенести их соответствующим образом на решения 

подобных систем с переменными коэффициентами, и, в частности, определить 

условия, при которых решения систем будут осциллировать. 

Рассмотрим каноническую систему           





=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytry

ytpy                                                   (3.1.1) 

где  )(),( trtp − действительные функции, определенные и непрерывные на 
отрезке  ],[ ba . 

Определение 3.1.1. ([20]) Нетривиальное решение 







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
 системы (3.1.1) 

назовем осциллирующим на ],[ ba , если каждая из его компонент обращается в 

нуль в некоторой точке ],[ ba  , т.е. .2,1],,[,0)( =∈= ibatty iii  

Определение 3.1.2. Система (3.1.1) называется осциллирующей, если она 
имеет хотя бы одно осциллирующее решение, в противном случае система 
(3.1.1) называется неосциллирующей. 

Теорема 3.1.1. Если в системе (3.1.1) 0)()( >trtp  на отрезке ],[ ba , то система 

(3.1.1) не может быть осциллирующей на  отрезке ],[ ba . 

Доказательство. Предположим, что в системе (3.1.1) 0)()( >trtp . Тогда имеют 
место условия теоремы 1.3.1, согласно которой наличие нуля на отрезке ],[ ba   

у одной из компонент произвольного нетривиального решения системы (3.1.1) 

исключает существование других нулей у компонент этого же решения на 

отрезке ],[ ba . А, значит, согласно определению 3.1.1 система не может иметь 

осциллирующее решение, а, следовательно, не может быть осциллирующей. 

Теорема доказана. 

Замечание. Из доказательства теоремы 3.1.1 следует, что если система (3.1.1) 

рассматривается на бесконечном интервале, то выполнение указаннoго в 

теореме условия, а именно, 0)()( >trtp  на рассматриваемом интервале,  будет 

гарантировать неосциллируемость системы (3.1.1) и в случае бесконечного 

интервала. 

В случае, когда коэффициенты системы имеют разные знаки, имеет место 

Теорема 3.1.2.  Если в системе (3.1.1) на отрезке ],[ ba  0)()( <trtp   и длина 

отрезка ],[ ba больше или равна 
mn

π
, где 

,0,0,)(min,)(min 22 >>==
≤≤≤≤

nmtrntpm
btabta

                           (3.1.2) 

то системa (3.1.1) будет на этом отрезке осциллирующей. 
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Доказательство. Предположим, что в системе (3.1.1) 0)( >tp  и  0)( <tr  

(аналогично рассматривается и случай 0)( <tp , 0)( >tr ) и рассмотрим 

параллельно с системой (3.1.1) систему 

 




=′
−=′

,

,

1
2

2

2
2

1

yny

ymy                                             (3.1.3) 

в которой  m  и n   определяются из соотношений (3.1.2) (в силу непрерывности 

)(tp  и )(tr , и, следовательно, их ограниченности на отрезке  ],[ ba , такие числа m  

и n   всегда будут существовать). В §1.3   было показано, что 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
− общее 

решение системы (3.1.3) можно представить в виде 
),cos()(1 ϕ+= mntAtu  

),sin()(2 ϕ+= mnt
m

n
Atu  

где A  и ϕ   − произвольные постоянные. Предположим, что  








)(

)(

2

1

ty

ty
− некоторое 

произвольное решение системы (3.1.1) и пусть 
.)(,)( 202101 yayyay ==  

Из общего решения системы (3.1.3) выделим решение )(tu
r

, компоненты 

которого удовлетворяли бы условиям 
.)(,)( 202101 yauyau ==  

Согласно теореме о существовании и единственности задачи Коши для 

линейных однородных систем, такой выбор всегда возможен.  Так как длина 

отрезка  ],[ ba  больше или равна 
mn

π
, то каждая из  компонент этого решения 

будет иметь на отрезке ],[ ba как минимум один нуль. Примем 

).()(),()(,)(,)( 22
22

1 trtrtptpntrmtp ===−=  

 

Tогда, очевидно, что имеют место следующие неравенства 
,0)()(,0)()( 2121 >> trtrtptp  

,2,1,0)()( =< itrtp ii  

.)()(,)()( 1212 trtrtptp >>  

Заметим теперь, что по отношению к системам  (3.1.1) и (3.1.3)  имеют место 

условия теоремы 2.1.1, и так как обе компоненты выделенного выше решения 

)(tu
r

 системы (3.1.3)  имеют на отрезке  ],[ ba  как минимум по одному нулю, то, 

применив теорему 2.1.1, получим то, что и требовалось доказать. 

Из доказанной теоремы следует, в частности, что при если имеют место 

условия теоремы, то количество нулей компонент решения системы будет как 

минимум равно 1)(2 −




 − ab
mn

π
. Откуда будет следовать, что оно 

пропорционально mn , а значит, чем больше по модулю минимальные значения 

коэффициентов системы )(tp  и )(tr  на отрезке ],[ ba , тем большее количество 

нулей компонент  мы будем иметь на этом отрезке. 
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Рассмотрим пример, иллюстрирующий содержание теоремы. 

Пример 17. Рассмaтривается следующая задача Коши 





−=′
=′

,

,

12

21

tyy

tyy                                       (3.1.4) 

2)(,5.1)2( 21 == tyy                                           (3.1.5) 

на отрезке ]6,2[ . В данном случае ttpyy === )(,2,5.1 2010  и  ttr −)( . Далее, имеем 

,2)(min)(min
6262

==
≤≤≤≤

trtp
tt

 

и, следовательно, согласно  (3.1.2) 

.2== nm  
Заметим теперь, что для рассматриваемой  системы (3.1.13) имеют место 

условия теоремы 3.1.1, а именно 

1. на отрезке ]6,2[  0)( >tp  и 0)( <tr ; 

2. длина отрезка  ]6,2[  больше, чем  
2

ππ =
mn

. 

Следовательно, каждая из компонент решения задачи (3.1.4)-(3.1.5), согласно 

теореме 3.1.1, имеет на отрезке ]6,2[  нуль, т. е. система является  

осциллирующей. Убедимся в этом, проведя и непосредственные вычисления. 

Данная система является частным случаем системы, рассмотренной в примере 2 

(см. §1.3). И, следовательно, общее решение системы (3.1.4) можно представить 

в виде 

( ) ,
2

sinsin)(
2

1 









+=+= ∫ ϕϕ t

AtdtAty  

( ) ,
2

coscos)(
2

2 









+=+= ∫ ϕϕ t

AtdtAty  

где A  и ϕ   − произвольные постоянные. Для определения значений постоянных, 

воспользуемся условиями  (3.1.5). Получим относительно A  и ϕ  следующую 

систему линейных уравнений 





=+
=+

,2)2sin(

,5.1)2sin(

ϕ
ϕ

A

A  

решив которую найдем, что 
.36.1,5.2 −≈= ϕA  

Для полученных значений A  и ϕ , как нетрудно убедиться, каждая из компонент 
)(1 ty  и )(2 ty   решений задачи (3.1.4)-(3.1.5) действительно будет обращаться в 

нуль на отрезке ]6,2[ . 

Воспользуемся теперь доказанной теоремой для рассмотрения 

осциллирующих свойств компонент решений двумерной линейной однородной 

системы дифференциальных уравнений общего вида, а именно: 





+=′
+=′

,)()(

,)()(

2221212

2121111

ytpytpy

ytpytpy  

где )2,1,()( =jitpij − действительные функции, определенные и непрерывные на 

некотором интервале ],[ ba . Заметим прежде всего, что в случае 0)()( 2112 ≡≡ tptp

переменные в системе (3.1.6) разделяются и легко найти, что общее решение в 

этом случае можно записать в виде 
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,)(,)(
)(

22
)(

11
1111 ∫∫ == dttpdttp

eCtyeCty  

где  1C  и 2C  − произвольные постоянные. Из этих соотношений следует, что 

компоненты всякого нетривиального решения системы (3.1.6) не могут 

одновременно иметь нули, и, следовательно, система (3.1.6) не будет 
осциллирующей. Предположим теперь, что в системе (3.1.6) один из 
коэффициентов  )(12 tp  и )(21 tp  является тождественным нулем. Не ограничивая 

общности рассуждений, будем считать, что таковым является )(12 tp . Система 
(3.1.6) при этом примет вид 





+=′
=′

,)()(

,)(

2221212

1111

ytpytpy

ytpy  

Из первого уравнения этой системы найдем 

,)(
)(

11
11∫= dttp

eCty  

где  1C − произвольная постоянная. Подставив это значение во второе уравнение 
системы, мы получим относительно )(2 ty  линейное неоднородное уравнение 
второго порядка. Решив ее, например, методом вариации постоянной, нетрудно 

найти, что 
( )

,)()(
)(

2

)()(

2112
222211 ∫∫ 





 += ∫

− dttpdttptp
eCetpCty  

где  1C  и 2C  - произвольные постоянные. Очевидно, что и в этом случае система 

не может быть осциллирующей.  

В связи с вышеизложенным, мы будем в дальнейшем предполагать, что 

коэффициенты системы (3.1.15) отличны от тождественного нуля. Имеет место 

Теорема 3.1.3. Если в системе (3.1.6) 0)()( 2112 >tptp   на отрезке ],[ ba , то 

система (3.1.6) не может быть осциллирующей на  отрезке ],[ ba . 

Доказательство  следует непосредственно из теоремы 1.6.1. 

Теорема 3.1.4. Если в системе (3.1.6) на отрезке ],[ ba  )()()( 2211 tqtptp ≡≡  и

0)()( 2112 <tptp , а длина отрезка ],[ ba  больше или равна  
mn

π
, где 

,0,0,)(min,)(min 21
2

12
2 >>==

≤≤≤≤
nmtpntpm

btabta
 

то системa (3.1.6) будет на этом отрезке осциллирующей. 

Доказательство. Пользуясь леммой 1.2.3, приведем систему (3.1.6) к 

равносильному каноническому виду 
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=′

,)(
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21

ztrz

ztpz                                                       (3.1.10) 

 в которой, согласно соотношениям (1.2.19), будем иметь 

),()(),()( 2112 tptrtptp =≡                                        (3.1.11) 

причем, каждому решению  
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 системы (3.1.10) соответствует одно и 

только одно решение 
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r
 системы (3.1.6), определяемое формулами 

,)()( 0

)(

11

∫
=

t

t

dq

etzty

ττ

                                        (3.1.12a) 
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,)()( 0

)(

22

∫
=

t

t

dq

etzty

ττ

                                       (3.1.12b) 

где ],[0 bat ∈ . Выберем в качестве  0t значение a . Тогда, согласно соотношениям 

(3.1.12a) и (3.1.12b), будем иметь, что 

 
).()(),()( 2211 azayazay ==  

 

По отношению к системе (3.1.10) имеют место условия теоремы 3.1.1, а именно 

1. 0)()()()( 2112 <≡ tptptrtp  при ],[ bat ∈ ,  

2. длина отрезка ],[ ba  больше или равна 
mn

π
, 

где 
,0,0,)(min)(min,)(min)(min 21

2
12

2 >>====
≤≤≤≤≤≤≤≤

nmtptrntptpm
btabtabtabta

 

 

тогда, применив ее, получим, что системa (3.1.10) будет на  отрезке ],[ ba  

осциллирующей. И так как, согласно следствию из леммы 1.2.3, нули 

компонент )(1 ty  и  )(2 ty  совпадают соответственно с нулями компонент )(1 tz  и 

)(2 tz , то получим, что системa (3.1.6) также будет осциллирующей на отрезке 
],[ ba . Теорема доказана. 

Теорема 3.1.5. Если в системе (3.1.6) на отрезке ],[ ba   )()()( 2211 tqtptp ≡−≡  и 

0)()( 2112 <tptp ,  а длина отрезка ],[ ba  больше  или равна  
mn

π
, где 

,0,0,,)(min,)(min
)(2

21
2

)(2

12
2 >>

















=
















=
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≤≤
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≤≤
nmetpnetpm
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t

a

dq

bta

dq

bta

ττττ
 

то системa (3.1.6) будет на этом отрезке осциллирующей. 

Доказательство. Предположим, что в системе (3.1.6) )()()( 2211 tqtptp ≡−≡ . 

Тогда, вновь воспользовавшись леммой 1.2.3, приведем систему (3.1.6) к  виду 

(3.1.10), в которой 

                                         .)()(,)()(
)(2

21

)(2

12

∫∫ −−

=≡

t

a

t

a

dqdq

etptretptp
ττττ

                              (3.1.11) 

 

Отсюда будем иметь, что 

0)()()()( 2112 <≡ tptptrtp , 

 

и, следовательно, в системе (3.1.10) коэффициенты имеют противоположные 
знаки. Выбрав вновь в качесте  0t  значение a  найдем, что 

 
).()(),()( 2211 azayazay ==  

По отношению к системе (3.1.10) имеют место условия теоремы 3.1.1, а именно 

1. 0)()()()( 2112 <≡ tptptrtp  при ],[ bat ∈ ,  
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2. длина отрезка ],[ ba  больше или равна 
mn

π
, 

где 
,0,0,)(min,)(min 22 >>==

≤≤≤≤
nmtrntpm

btabta
 

Тогда, применив ее, получим, что системa (3.1.10) на отрезке ],[ ba  осциллирует. 
И так как, согласно следствию из леммы 1.2.3, нули компонент )(1 ty  и  )(2 ty  

совпадают соответственно с нулями компонент )(1 tz и )(2 tz , то получим, что 

системa (3.1.6) также будет осциллирующей на отрезке ],[ ba . Теорема доказана. 

 

3.2.  О некоторых критериях осцилляции системы в случае конечного 

интервала 

Рассмотрим каноническую систему, записав ее в векторном виде 

ytPy
rr

)(=′ ,                                                        (3.2.1) 

ãäå  







=

0)(

)(0
)(

tr

tp
tP ,  








=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r , функции )(tp  è )(tr   определены и непрерывны 

íà îòðåçêå ],[ ba . 

Пусть ( )⋅⋅,  означает скалярное произведение двухкомпонентных непрерывных 

вектор-функций. Определим для )(ty
r  норму по формуле 

,)()( 2
2

2
1 tytyy +=

r
 

а для произвольной матрицы )(tP  

.sup
1

yPP
y

r

r =
=  

Из определений (3.1.1) и  (3.1.2) будет следовать, что если система (3.2.1) 

осциллирующая, то найдется такое нетривиальное решение  
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ty

ty
ty

r системы 

(3.2.1) и точки  ],[, 21 batt ∈  так, что будет выполняться условие 
( ) .0)()()()()(),( 2221211121 =+= tytytytytyty

rr
 

Если система (3.2.1) неосциллирующая, то тогда для любого нетривиального 

решения  
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1

ty

ty
ty

r   системы (3.2.1) и произвольных точек   ],[, 21 batt ∈  будет 

выполняться условие 
( ) .0)()()()()(),( 2221211121 ≠+= tytytytytyty

rr
 

 

Определение 3.2.1. Система (3.2.1) называется подортогональной на отрезке 

],[ ba  ([24]), если для любого нетривиального решения 
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1

ty

ty
ty

r
 и 

произвольных   ],[, 21 batt ∈  выполняется условие 
 

( ) .0)(),( 21 >tyty
rr
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Заметим, что из подортогональности  системы (3.2.1)  следует неосцилляция 

системы. Действительно, если компоненты )(ty
r   исчезают на 1t   и 2t   

( )0)()( 2211 == tyty , то  ( ) .0)(),( 21 =tyty
rr

 Имеет место 

Лемма 3.2.1.  Пусть )(tC  некоторая ортогональная матрица, определенная 

на отрезке ],[ ba .  Тогда, если  система (3.2.1)  подортогональна  на отрезке 

],[ ba ,   то таковой является и система 

( ) .1zCCPCz
rr −+′=′                                              (3.2.2) 

Верно и обратное. 

Доказательство. Предположим, что  )(tC - некоторая  ортогональная матрица, 

и, следовательно  EtCtC =)()(* ,  где E  − единичная матрица. Заметим прежде 
всего, что если )(ty

r
 – решение системы (3.2.1), то )()()( tytCtz

rr =  – решение 
системы (3.2.2): 

( ) .)( 1zCCPCyCPyCyCyCyCz
rrrrrrr −+′=+′=′+′=′=′  

Верно и обратное, а именно, если )(tz
r

 – решение системы (3.2.2), то  

)()()( 1 tztCty
rr −=  − решение системы (3.2.1).  Действительно, поскольку 

111)( −−− ′=′ CCCC ,  то будем иметь 

( ) .)()(
1111111

yPyCCCPCCyCCCCzCzCzCy
rrrrrrr =⋅+′+⋅′−=′+′=

′
=′ −−−−−−−  

С другой стороны 

( ) ( ) ( ) ( ),)(),()(),()(),()(),( 212
*

12121 tytytyCCtyCtyCtyCtztz
rrrrrrrr ===                      (3.2.3) 

 

откуда и следует утверждение леммы. 

Следствие. Пусть )(tC    некоторая постоянная  ортогональная матрица, 

определенная на отрезке ],[ ba . Тогда, если  система (3.2.1)  подортогональна  

на отрезке ],[ ba ,  то таковой является и система 

.1zCPCz
rr −=′                                                       (3.2.4) 

Верно и обратное. 

Из доказанной леммы 3.2.1, в частности следует,  что неоcцилляция системы 

(3.2.1)  не меняется, если матрицу )(tP   заменить на матрицу ( ) 1−+′ CCPC .   

И, таким образом, создается связь между неосцилляцией системы (3.2.1) и 

подортогональностью системы (3.2.2): если система (3.2.2) подортогональна 
для ортогональных матриц  C   на некотором интервале, то система (3.2.1) 

также подортогональна на этом же интервале, и, следовательно, не 
осциллирует. С другой стороны, осцилляция одной из систем (3.2.1) и (3.2.2) 

приводит к осцилляции другой. Действительно, предположим, что система 

(3.2.1)  имеет нетривиальное решение )(ty
r

 такое, что ( ) ],[,,0)(),( 2121 batttyty ∈=rr
.  

Тогда, из соотношения (3.2.3) получим 
( ) ,0)(),( 21 =tztz

rr
 

откуда будет следовать, что система (3.2.2) имеет решение yCz
rr = , компоненты 

которой исчезают соответственно на 1t     и 2t , и, следовательно, система (3.2.2) 

осциллирует. Верно, и обратное. Таким образом верна 
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Теорема 3.2.1. Системы  (3.2.1) и (3.2.2) одновременно являются либо 

осциллирующими либо неосциллирующими. 

Заметим, что подортогональную систему можно охарактеризовать и в 

терминах фундаментального решения матричного уравнения 

,)( YtPY =′                                                         (3.2.5) 

соответствующего системе (3.2.1). Так как общее решение системы (3.2.1) 

можно представить в виде 
CtYty
rr ⋅= )()( , 

где C
r

 − произвольный постоянный вектор, то условие 
( ) 0)(),( 21 >tztz

rr
 

будет эквивалентно условию 

( ) ( ) ,0)()(,)(,)( 21
*

21 >= CtYtYCCtYCtY
rrrr

 

т.е. матрица )()( 21
* tYtY  положительно определена  для любых ],[, 21 batt ∈ . 

В частности, если в качестве фундаментальной матрицы  )(tY  системы (3.2.1) 

выбрать нормированную при 1tt =  фундаментальную матрицу  EtYt =)( 11
, то 

вышеизложенное условие примет вид 

( ) 0)(, 21
>CtYC t

rr
. 

 

С помощью этого условия можно получить следующее утверждение. 

Лемма 3.2.2. Если система  (3.2.1)  подортогональна на некотором 

интервале, то таковой  на этом интервале является и сопряженная система 

                                                                   .*zPz
rr −=′                                                           (3.2.6) 

Доказательство.  Действительно, пусть )(
1

tZ t − фундаментальное решение, 

сответствующее системе (3.2.5), нормированное при 1tt =  ( EtZt =)( 11
).  Тогда 

будем иметь 

.0)()()(
1111111111

***** =+−=′+′=′
tttttttttt PYZPYZYZYZYZ  

Откуда найдем, что EYZ tt =
11

* , и, следовательно  .1*

11

−= tt YZ .  Тогда, если  

C
r

  –произвольный постоянный вектор, то приняв 

,)()( 1212
1

11
CtZCtYC tt

rrr
== −  

получим 

( ) ( ) ( ) ( ) .0)(,,)(,)(, 21121121 111
>=== CtYCCCtYCCCtZC ttt

rrrrrrrr
 

Так как 21, tt  и постоянный вектор 1C
r

 –произвольные, то получим то, что и 

требовалось доказать. 

Теорема 3.2.2. Пусть y
r

- нетривиальное решение системы (3.2.1), 

y

ty
tu r

r
r )(

)( =                                                          (3.2.7) 

и v
r
 - соответствующее ей решение системы (3.2.2),  где  C − произвольная 

постоянная ортогональная матрица. Тогда имеет место соотношение   

                                               ∫≤−
b

a

dtPavaubvbu .2))(),((arcsin))(),((arcsin
rrrr

                        (3.2.8) 
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Доказательство. Пусть  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
− произвольное нетривиальное решение 

системы (3.2.1)и  
y

ty
tu r

r
r )(

)( = . Прежде всего заметим, что 

( ) .
),(

)()(
)()(2

1
)()()(

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

y

yy
tyty

tyty
tytyy r

rr
r

=
′

+
+

=
′





 +=′  

Тогда, продифференцировав )(tu
r по t, мы будем иметь 

.
),(

32
y

yyy

y

y

y

yyyy

y

y
u r

rrr

r

r

r

rrrr

r

r
r

−
′

=
′−′

=
′














=′  

Подставив в это соотношения значение y′r  из  (3.2.7), получим 

).,(
),( 3

uPuuuP
y

yPyy

y

yP
u

rrrr
r

rrr

r

r
r −=−=′  

Далее, согласно лемме 3.2.1 и условиям теоремы, )()( tuCtv
rr

= . Тогда будем иметь 

).,(),(),(),(),(),( *uCuuCuuCuuCuuCuvu
rrrrrrrrrrrr ′+′=′+′=′=′  

Подставив в это равенство значения u ′r   из соотношения (3.2.9), получим 

( ) ( )=−+−=′ uCuPuuuPuCuPuuuPuCu
rrrrrrrrrrrr *),,(),,(),(  

( ) ( ) ( ) ( )=−+−= uCuPuuuCuPuCuPuuuCuP
rrrrrrrrrrrr ** ),,(,),,(,  

( ) ( ).,),(,),( * uPuuCuuCuPuuCuuC
rrrrrrrrrr

−−−=  

Применив неравенство Щварца-Буняковского, и, учитывая, что 1=u
r

|,  будем 

иметь 

( ) ( ) ≤−+−≤′ uPuuCuuCuPuuCuuCuCu
rrrrrrrrrrrr

,),(,),(),(
*  

( ) ( ) ( ) ( )( ) .),(),(),(),(
**

PuuCuuCuuCuuCuPuuCuuCuPuuCuuC ⋅−+−≤⋅−+⋅−≤
rrrrrrrrrrrrrrrrrr

 

С другой стороны, поскольку матрица C − ортогональная, и, следовательно, 

ECC =* , мы найдем 

( ) ,),(1),(),( 2222
uCuuCuuCuuCuuC
rrrrrrrrr −=−=−  

и 

( ) .),(1),(),( 22
2

*
2

* uCuuCuuCuuCuuC
rrrrrrrrr −=−=−  

 

Учитывая последние два равенства, из неравенства (3.2.10) получим 

( ) .2),(1),(
2/12 PuCuuCu ≤−≤′ rrrr

 

откуда будем иметь 

( ) .2
),(1

),(
2/12

P
uCu

uCu ≤
−

′
rr

rr

 

Проинтегрирoвав последнее неравенство от a  до b , и, учитывая, что )()( tuCtv
rr

= , 

и 0>P , получим 

( ) .2
),(1

),(
2/12

dtPdt
vu

vu b

a

b

a

∫∫ ≤
−

′
rr

rr
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или 
,2))(),((arcsin))(),((arcsin ≤− avaubvbu

rrrr
 

что и требовалось доказать. 

Следствие. Для того, чтобы система (3.2.1) была осциллирующей, 

необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

.
2

dtP
b

a

∫≤π
                                           (3.2.11) 

Действительно, предположим, что система (3.2.1) осциллирует, т.е. 

существуют ],[, 21 batt ∈  так, что .2,1,0)( == ity ii   Тогда для соответствующего 

нормированного решения u
r

, согласно соотношению (3.2.7), будем иметь  

.2,1,0)( == itu ii  Очевидно, что мы можем считать  1)(,1)( 1221 −== tutu . Примем 










−
=

01

10
C  и заметим, что ECC =* .  Тогда для компонент решения )()( tuCtv

rr
=

найдем 
.1)()(,1)()( 12122121 =−=== tutvtutv  

Приняв 21, tbta ==  и, подставив соответствующие значения в соотношение 
(3.2.8), получим 

∫∫ ≤≤==
tb

a

t

t

t

t
dtPdtPvu

2

1

2

1

21arcsin2),(arcsin πrr
 

или 

.
2

dtP
b

a

∫≤π
 

Покажем теперь, что константа 
2

π
 в соотношении (3.2.11) не может быть 

улучшена. Для этого в качестве матрицы P  рассмотрим матрицу 








− 01

10
. 

Нетрудно проверить, что в этом случае пара ttytty cos)(,sin)( 21 ==  является 

решением системы (3.2.1), причем  0)2/(),0(( =πyy
rr

, а, значит, система (3.2.1) 

осциллирующая. С другой стороны, нетрудно найти, что в  данном случае 1=P , 

и, следовательно, 

∫ =
2/

0

.
2

π π
dtP  

Это показывает, что соотношение (3.2.11) является наилучшим условием 

подобного рода. 

Теорема 3.2.3. Если в системе (3.2.1) 0)( >tp  и 0)( <tr  (соответственно 

0)( <tp  и 0)( >tr , то при выполнении одного из условий 

1. 0)()( ≤+ trtp  и  ∫ ≥
b

a

dttp π)(    (соответственно ∫ ≥
b

a

dttr π)( ) 

или 

0)()( ≥+ trtp  и  ∫ ≥
b

a

dttr π)(     (соответственно ∫ ≥
b

a

dttp π)( ) 

системa (3.2.1) осциллирует на отрезке ],[ ba , а при выполнении одного из 

условий 
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2. 0)()( ≤+ trtp  и  ∫ <
b

a

dttr 2/)( π    (соответственно ∫ <
b

a

dttp 2/)( π ) 

или 

0)()( ≥+ trtp  и  ∫ <
b

a

dttp 2/)( π }  (соответственно ∫ <
b

a

dttr 2/)( π ) 

 системa (3.2.1) неосциллирует на отрезке ],[ ba . 

Доказательство. Согласно лемме 2.2.3, решение системы (3.2.1) можно 

представить в виде 
),(cos)()(),(sin)()( 21 ttqtyttqty θθ ==                                     (3.2.12) 

где )(tθ - решение уравнения 

θθθ 22 sin)(cos)( trtp −=′                                            (3.2.13) 

πθθθ <≤= 00 0,)(a , и 

[ ] .)(2sin)()(
2

1
exp)(

0








 += ∫ ττθττ drptq
t

 

Заметим, что поскольку функции  )(cos2 tθ  и )(sin2 tθ  равномерно ограничены, то 

уравнение (3.2.13) имеет решение на каждом интервале. И так как правая часть 

уравнения (3.2.13) дифференцируема по θ , то решение соответствующей 

задачи Коши единственно в обычном смысле. Не теряя общности рассуждений, 

будем считать, что 0)( >tp  и 0)( <tr  (аналогично рассматривается случай 0)( <tp и 

0)( >tr .) Тогда из соотношения (3.2.13) будет  следовать, что 0)( >′ tθ , а значит 
функция )(tθ  на отрезке  ],[ ba  является возрастающей, и, следовательно, 

)()( ab θθ > . Из формул (3.2.12) следует, что система (3.2.1) будет 
осциллирующей, если  πθθθθ ≥−=− )()()()( abab . Проинтегрировав от a  до b  

уравнение (3.2.13), найдем 

           [ ] ( )[ ] .)(2cos)()()()()(sin)()(cos)()()( 22 dtttrtptrtpdtttrttpab
b

a

b

a

∫∫ ++−=−=− θθθθ        (3.2.14) 

Предположим, что 0)()( ≤+ trtp . Тогда, поскольку 1)(2cos ≤tθ , то имеет место 

неравенство: 

( ) ,0)1)(2(cos)()( ≥−+∫ dtttrtp
b

a

θ  

откуда будет следовать,что 

( ) ( ) .)()()(2cos)()( dttrtpdtttrtp
b

a

b

a

∫∫ +≥+ θ  

Тогда, учитывая соотношение (3.2.14), найдем, что 

( ) ( )[ ] ≥++−=− ∫∫ dtttrtpdttrtpab
b

a

b

a

)(2cos)()(
2

1
)()(

2

1
)()( θθθ  

( ) ( ) .)()()(
2

1
)()(

2

1 π≥≥++−≥ ∫∫∫ dttpdttrtpdttrtp
b

a

b

a

b

a

 

И, следовательно, система (3.2.1) на отрезке ],[ ba  осциллирует. 
Рассмотрим теперь случай, когда 0)()( ≥+ trtp . Тогда, воспользовавшись 

очевидным неравенством, 
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( ) ,0))(2cos1()()( ≥++∫ dtttrtp
b

a

θ  

с учетом (3.2.14), получим 

( ) ( ) ,)()()(
2

1
)()(

2

1
)()( πθθ ≥≥+−−≥− ∫∫∫ dttrdttrtpdttrtpab

b

a

b

a

b

a

 

откуда будет следовaть осцилляция системы (3.2.1) 

Предположим теперь, что имеет место одно из условий 2, в частности, 

0)()( ≤+ trtp  и  ∫ <
b

a

dttr 2/)( π   (другой случай рассматривается аналогично). 

Поскольку наименьшее расстояние между нулями разных компонент решения 

систем (3.2.1), определямых соотношениями (3.1.2), составляет 2/π , то, 

очевидно, что система не будет осциллировать при условии, если .
2

)()(
πθθ <− ab  

Учитывая формулу (3.2.14), а также наше предположение, будем иметь 

( ) ( )[ ] ≤++−=− ∫∫ dtttrtpdttrtpab
b

a

b

a

)(2cos)()(
2

1
)()(

2

1
)()( θθθ

 

( ) =++−≤++−≤ ∫∫∫∫ dttrtpdttrtpdtttrtpdttrtp
b

a

b

a

b

a

b

a

)()()()(
2

1
)(2cos)()(

2

1
)()(

2

1 θ  

.
2

)(
π<= ∫ dttr

b

a

 

Заметим, что постоянная  2/π  в условии 2 теоремы является оптимальной и не 
может быть улучшена. Это следует, например, из того, что если рассмотреть 

систему 





−=′
=′

,

,

12

21

yy

yy
 

на отрезке ]2/,0[ π , то  







=

cos

sin
)(

t
ty

r
,  являющееся решением этой системы, на 

отрезке  ]2/,0[ π осциллирует и  .
2

)(
2/

0

2/

0

πππ

∫∫ == dtdttp  

Рассмотрим пример, иллюстрирующий утверждение теоремы. 

Пример 18. Рассматривается система 





−=′
+=′

,

,)1(

12

21

tyy

yty
 

на отрезке ]3,2.0[ . В данном случае ttrttp −=+= )(,1)( , и на отрезке ]3,2.0[

выполняются условия: 0)(,0)( <> trtp  и 01)()( >=+ trtp . Заметим, что на отрезке 
]1,2.0[  

,
2

28.1)1()(
1

0

1

0

∫∫ <=+= π
dttdttp  

 

и, следовательно, согласно теореме, рассматриваемая система на отрезке ]1,2.0[  
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неосциллирует. На отрезке ]3,1[   ∫∫ >==
1

0

1

0

.4)( πtdtdttr  А, значит, система на ]3,1[  

осциллирует.  
Из доказанной теоремы, в частности, вытекают 
Следствие 1. Если в системе 





−=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytpy

ytpy
 

 функция )(tp на отрезке ],[ ba  является знакопостоянной и выполняется условие 

,)( π≥∫
b

a

dttp  

то для любой неотрицательной на отрезке ],[ ba  функции )(tf система 

( )



+−=′
=′

,)()(

,)(

12

21

ytftpy

ytpy
 

будет осциллирующей на этом отрезке. 

Следствие 2. Если в системе 





−=′
=′

,)(

,)(

12

21

ytpy

ytpy
 

функция )(tp на отрезке ],[ ba является знакопостоянной и выполняется условие 

,
2

)(
π<∫

b

a

dttp  

то для любой неотрицательной на отрезке ],[ ba  функции )(tf  система 

( )



+−=′
=′

,)()(

,)(

12

21

ytftpy

ytpy
 

будет неосциллирующей на этом отрезке. 

Пусть 
i

n   и  )2,1( =im
i

 имеют тот же смысл, что и в параграфе 2.2. Имеет место 

Теорема 3.2.4. Если системы 





=′
=′

,)(

,)(

112

211

ytry

ytpy
                                       (3.2.15a) 

и 





=′
=′

,)(

,)(

122

221

ytry

ytpy
                                                (3.2.15b) 

удовлетворяют условиям теоремы 2.2.5, и система (3.2.15) осциллирующая, 

причем ),2,1(1 => in
i

 и 1
21

+= nn , то осциллирующей будет и система (3.2.15b). 

Доказательство.  Предположим, что система (3.2.15a) осциллирующая и 

)2,1(1 => in
i

. Из теоремы 2.2.6 будет следовать, что имеют место неравенства 

           ),2,1(1 =≤− imn
ii

 

откуда найдем, что 
).2,1(11 =≥−≥ inm

ii
 

Из этих соотношений, согласно определению 3.1.2 и будет следовать, что 

система (3.2.15b) − осциллирующая. Теорема доказана. 
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Рассмотрим применение теоремы 3.2.3 на следующем примере. Требуется 

выяснить − осциллирует ли система 







−=′
=′

,

,

12

21

zttz

ztz
                                                   (3.2.16) 

на отрезке ]5,2[ . Рассмотрим для сравнения систему 





−=′
=′

,

,

12

21

tyy

tyy
 

Определим число нулей компонент решений этой системы, воспользовавшись 

формулами из параграфа 2.2. Имеем 

.2,3,342.3
21

5

2

==≈= ∫ nntdtM  

Отсюда следует, что на отрезке [2, 5] для системы (3.2.16) имеют место условия  
теоремы 3.2.4, согласно которой система на отрезке ]5,2[  будет осциллирующей. 
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Г Л А В А   4 

О НЕКОТОРЫХ ПРИЛОЖЕНИЯХ 

4.1. Теорема об осцилляции решений одной краевой задачи для 

канонической системы Дирака 1-ого типа  

Известная в релятивистской квантовой теории одномерная стационарная 

система Дирака 1-ого типа ([5, стр. 254]) записывается в виде следующего 

матричного уравнения 

,)( yytP
dt

yd
S

rr
r

λ=+  

где 

,
)(

)(
)(,

)(0

0)(
)(,

01

10

2

1









==








=









−
=

ty

ty
tyy

tr

tp
tPS

rr  

причем  )(tp   и )(tr т действительные функции, определенные и непрерывные на 
отрезке ],0[ π , λ  − действительный параметр. Это уравнение  эквивалентно 

следующей системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений первого 

порядка 





=+′−
=+′

.)(

,)(

121

212

yytry

yytpy

λ
λ

 

Рассматривается следующая краевая задача для канонической системы Дирака 
1-ого типа           

      




=+′−
=+′

.)(

,)(

121

212

yytry

yytpy

λ
λ

                            (4.1.1a) 

          ,0cos)0(sin)0( 21 =+ αα yy                               (4.1.1b) 

             ,0cos)(sin)( 21 =+ βπβπ yy                                             (4.1.1c) 

где   )(tp   и )(tr − действительные функции, определенные и непрерывные на 
отрезке ],0[ π , α  и β  − произвольные действительные числа,  λ  − параметр.  

Определение 4.1.1. Если при некотором λ  краевая задача (4.1.2a)-(4.1.2c) 

имеет нетривиальное решение   









=

),(

).(
),(

02

01

0 λ
λ

λ
ty

ty
ty

r , 

то число 0λ  называется собственным значением, а соответствующее решение 
),( 0λty

r  − собственной вектор-функцией  задачи (4.1.1a)-(4.1.1c). 

Имеем место 

Теоремa 4.1.1. Существует бесконечно много собственных значений 
                                                  ...,...,,,,,...,..., 101 nn λλλλλ −−  

задачи (4.1.1a)-(4.1.1c), которые действительны и образуют монотонно 

возрастающую последовательность с −∞→+∞→ −nn λλ , . Кроме того, одна из 

компонент собственной фунцкии, соответствующей nλ имеет точно n  нулей 

на интервале ),0( π . 



90 

 

Доказательство. Запишем систему (4.1.1) в виде 

      




−=′
−=′

.))((

,))((

12

21

ytpy

ytry

λ
λ

                                   (4.1.2) 

Пусть 







=

),(

),(
),(

2

1

λϕ
λϕ

λϕ
t

t
t

r
− решение системы (4.1.2), удовлетворяющее начальным 

условиям 

     .sin),0(,cos),0( 21 αλϕαλϕ =−=                            (4.1.3) 

Очевидно, что это решение будет удовлетворять и краевому условию (4.1.1b). 

Собственными значениями задачи (4.1.1a)-(4.1.1c)  будут те значения λ , 

которые удовлетвряют условию (4.1.1c). Для ),( λϕ ty
rr = определим ω  так, чтобы 

функция  ),( λωθ t=   удовлетворяла бы условию αλω =),0( . В силу теоремы 2.2.7 

),( λωθ t=  для фиксированного π≤< t0 есть монотонно возрастающая функция 

от λ . Заметим, что если )(mod0 πω = , то первая компонента решения ),( λϕ t
r

 

будет обращаться в нуль. Далее, согласно соотношению (2.2.47a), будем иметь  

 

  .sin)(cos)(sin))((cos)(( 2222 θθλθλθλθ tptrtptr −−=−−−=′               (4.1.4) 

 

Пусть 121 ,, PRR  и 2P  такие постоянные, что 

 
.)(,)( 2121 RtrRPtpP ≤≤≤≤  

 

Тогда, из соотношения (4.1.4) будет следовать, что если )(mod0 πω = , то при 

2R>λ 0>′ω будем иметь. Это означает, что если )(mod0 πω = , то ω  есть 

возрастающая функция от t . Таким образом, если для некоторого kt  из 
интервала ),0( π   ,),( ktk πλω = то kt πλω >),(   для ktt >  и kt πλω <),( для .ktt < Кроме 

того, так как функция ω   по λ  монотонна, то из теоремы 2.2.9 следует, что при 

возрастании λ  нули функции 1ϕ , если они существуют, передвигаются к точке 
0=t . Так как функция ω  непрерывна по t  и λ , и 0>′ω , то координата k -ого 

нуля )(λkk tt =  функции ),(1 λϕ t  на интервале ),0( π есть непрерывная монотонно 

убывающая функция от λ , что следует из соотношения 

.0
),(

),( =
∂

∂+=′
λ

λω
λ

λω кk
к

t

d

dt
t  

Докажем теперь, что для фиксированного ct =  из интервала ),0( π  

∞→),( λω t   при  .+∞→λ . 

Так как 0≥α  и 0>′ω  для )(mod0 πω = , то 0),( ≥λω t . Таким образом достаточно 

показать, что для некоторого 0t  при ct << 00   ∞→− ),(),( 0 λωλω tc  при .+∞→λ  

Пусть 
2

0

c
t = , тогда для решения ψr  системы   





−=′
−=′

.)(

,)(

122

211

yPy

yRy

λ
λ
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удовлетворяющего условиям ),(),( 00 λϕλψ tt
rr = , будем иметь ),(),( 00 λωλω tt = , и, 

следовательно, в силу теоремы 2.2.9  

).,(),(),(),( 00 λωλωλωλω tctc −≥−  

 

Последовательные нули компонент функции 1ψ  отличаются на величину 

.
))(( 12 RP −− λλ

π
 

Эта величина стремится к нулю при .+∞→λ  Поэтому )(mod0 πω = для 

произвольного числа значений t , и так как 0>′ω при )(mod0 πω = , то ∞→ω . 

Аналогично вышеизложенному, доказывается, что при −∞→λ   −∞→),( λπω . 

Далее, так как 0>β  и функция ),( λπω  по λ  монотонно возрастает, то 

существует значение λ , обозначим его через 0λ , для которого βλπω =),( 0 . Далее, 
так как πα <≤0  и πβ ≤ , то βλω << ),(0 0t  на интервале ),0( π , так что решение 

),( 0λϕ t
r удовлетворяет условию (4.1.1c) и не обращается в нуль на ),0( π . Полагая, 

что λ   принимает значения, превосходящие 0λ , получим единственное 1λ , для 

которого 
.),( 1 πβλπω +=  

 

Очевидно, что функция ),( 1λϕ t
r

 удовлетворяет условию (4.1.1c) и имеет в 

точности один нуль на интервале ),0( π . Собственное значение с номером n  

определится равенством .),( nn πβλπω += Теорема доказана. 

Теоремa 4.1.2.  Для любого натурального числа   n   существует число  nµ , 

такое, что если собственное значение λ  задачи (4.1.1а)-(4.1.1c) удовлетворяет 

неравенству  nµλ ≥ ,  то каждая из компонент соответствующей собственной 

вектор-функции задачи (4.1.1а)-(4.1.1c)  имеет на отрезке ],0[ π  по крайней 

мере   n   нулей. 

Доказательство.Запишем систему (4.1.1a) в виде 





−=′
−=′

.))((

,))((
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21

ytpy

ytry

λ
λ

                                (4.1.5) 

Для заданного натурального числа  выберем натуральнoe число   s    так, чтобы 

имело место неравенство 1+≥ ns .  Затем подберем пару натуральных чисел  m  и  

k   так, чтобы  mks =  (например, можно выбрать 1=k  и sm = ). 

Поскольку функции   )(tp   и   )(tr   непрерывны на отрезке  ],0[ π , то они будут 

ограничены, т.е. найдутся числа  010 ,, rpp   и  1r   такие, что  10 )( ptpp ≤≤  и  

10 )( rtrr ≤≤ .  Далее,  выберем   nλ  − собственное знaчение задачи (4.1.1а)-(4.1.1c) 

так, чтобы имели место неравенства  

)(2 trmn +≥λ  

и 

)(2 tpkn +≥λ . 

Такое собственное значение   nλ   согласно теореме 4.1.1   всегда найдется, и его, 

например, можно выбрать таким, чтобы оно удовлетворяло  бы     соотношению 
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                                                   }.,{max 2
1

2
11 kpmrn ++≥λ                                                        (4.1.6)   

Сравним теперь систему  (4.1.3)  с системой 





=′
−=′

.1
2

2

2
2

1

yky

ymy
                                                 (4.1.7) 

 Если принять 

,)()(),()(,)(,)( 22
2

1
2

1 nn tptrtrtpktrmtp λλ −=−==−=  

то, учитывая  (4.1.6), будем иметь 

)2,1(0)(,0)( =>< itrtp ii  и    .)()(,)()( 1212 trtrtptp ≥≥  

Как уже было показано в §1.3, общее решение системы (4.1.7)  







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r

можно записать в виде 

),(sin)(),(cos)( 21 ϕϕ +=+= mkt
m

Ak
tumktAtu  

где  A   и  ϕ    −  произвольные постоянные. Предположим теперь, что 







=

)(

)(
)(

2

1

tv

tv
tv

r
  

− собственная вектор-функция задачи (4.1.1a)-(4.1.1c), соответствующая 

собственному значению nλ , и, следовательно, ),( ntv λr

 − собственная вектор-

функция задачи (4.1.1a)-(4.1.1c). Пусть 
.),0(,),0( 202101 yvyv nn == λλ  

В силу теоремы существования решения для задачи Коши, очевидно, что 

можно подобрать значения  A   и  ϕ  так, чтобы для соответствующего им 

частного решения  )(tu
r

 имело бы место условие 
.)0(,)0( 202101 yuyu ==  

Заметим теперь, что для систем  (4.1.5) и (4.1.7) и соответствующих им 

решений )(tu
r

 и ),( ntv λr
 имеют место условия теоремы 2.2.1. Tак как первая 

компонентa )(tu
r

 имеeт на отрезке ],0[ π  по крайней мере ns
mk >=






π
π

 нулей, то, 

применив теорему 2.2.1, получим, что одна из компонент собственной вектор-

функции ),( ntv λr
 будет иметь на отрезке  ],0[ π  по крайней мере  n   нулей. Тогда, 

согласно лемме 2.2.1, другая компонента этой же собственной вектор-функции 

будет иметь на отрезке  ],0[ π  по крайней мере n  нулей. Очевидно, что при   

nλλ ≥ , число нулей может только увеличиться. 

    В качестве  λ   выберем теперь nλ′  − собственное значение  задачи (4.1.1a)-

(4.1.1c) так, чтобы оно удовлетворяло бы соотношениям 

)(2 trmn +−≤′λ  

и 

)(2 tpkn +−≥′λ . 

Такое значение   nλ′  можно выбрать, например,  воспользовавшись  

соотношением }.,{min 2
0

2
0 kpmrn −−≤′λ  Примем 

 

,)()(),()(,)(,)( 22
2

1
2

1 nn tptrtrtpktrmtp λλ ′−=−′=−==  
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Сравним теперь систему (4.1.2) с системой 





−=′
=′

,1
2

2

2
2

1

yky

ymy
                                           (4.1.8) 

общее решение которой можно представить в виде 

),(cos)(),(sin)( 21 ϕϕ +=+= mkt
m

Ak
tumktAtu  

где  A   и  ϕ    −  произвольные постоянные.  Выберем значения постоянных A   и  

ϕ   так, чтобы имело место условие 
.)0(,)0( 202101 yuyu ==  

Далее, заметим, что имеют место неравенства 

)2,1(0)(,0)( =>< itrtp ii  и    .)()(,)()( 1212 trtrtptp ≥≥  

И, вновь воспользовашись теоремой 2.2.1, и, учитывая то, что компоненты 

решения системы (4.1.8)  будут  иметь на отрезке  ],0[ π   по крайней мере  1+n   

нулей, получим, что каждая из компонент собственной вектор-функции задачи 

(4.1.1а)-(4.1.1c) будет иметь на отрезке   ],0[ π  по крайней мере  n   нулей. При  

nλλ ′≤  число нулей может только увеличиться. Очевидно, что для заверешения 

доказательства достаточно выбрать nµ  из соотношения 

},{max nnn λλµ ′= . 

Теорема доказана. 

Рассмотрим вновь систему (4.1.1) при тех же предположениях, что и выше. 

Поскольку функции )(tp  и )(tr   непрерывны на отрезке ],0[ π , и, следовательно, 

ограничены, то найдутся такие постоянные )2,1(, =iPR ii , что 

).(max),(min,),(max),(min
0

2
0

1
0

2
0

1 tpPtpPtrRtrR
tttt ππππ ≤≤≤≤≤≤≤≤

====  

Рассмотрим следующие два возможных случая: 

1. ,],[],[ 2121 ∅=∩ PPRR  

2. .],[],[ 2121 ∅≠∩ PPRR  

В первом случае, либо 12 PR < ,  либо 12 RP < . Тогда, для значений параметра, 
удовлетворящего условию ],[ 12 PR∈λ   (соответственно ],[ 12 RP∈λ )   будем    иметь 

.0))())((( >−− λλ tptr  

И, следовательно, согласно теореме 3.1.1 система (4.1.1) для указанных 

значений параметра, не будет осциллирующей на отрезке ],0[ π . Предположим 

теперь, что имеет место случай 2. Не нарушая общности рассуждений, будем 

считать, что 2211 PRPR <<< , (другие возможные случаи рассматриваются 

аналогично). Предположим, что функция )(tp  на отрезке ],0[ π  возрастает. Для 

фиксированного 22 PR << λ , в силу непрерывности )(tp , найдется единственная 

точка ),0(0 π∈t  так, что λ=)( 0tp . Тогда, для ),0( π∈t  будем иметь.  

И, следовательно,система (4.1.1) на интервале  ],[ 0 πt будет неосциллирующей.  
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В случае, когда )(tp убывающая, система (4.1.1) будет неосциллирующей на 
интервале ),0( 0t . 

Проиллюстрируем вышеизложенное на следующем примере. 

Пример 19. Рассматривается система 





−+=′
−=′

1
2

2

21

)4(

,)(

yty

yty

λ
λ

                              (4.1.9) 

на отрезке ],0[ π . В данном случае 

,4,4,,0)(,4)(,)( 2
2121

2 +====+== ππ PPRtRttpttr  

причем, 12 PR < . Следовательно, рассматриваемая система для  )4,(πλ ∈  будет 
неосциллирующей. 

Что касается интервалов осцилляции системы, то верна 
Теоремa 4.1.3. Система (4.1.1) на отрезке ],0[ π  при },{max 21 RP≥λ  и 

},{min 21 RP≤λ  является осциллирующей. 

Доказательство.  Предположим, что 21 RP ≥  (доказательтсво в случае 12 PR ≥  

проводится аналогично) и пусть выполняется условие },{max 21 RP≥λ .   Тогда, 

очевидно, что имеет место неравенство 

 

.0))())((( <−− λλ tptr  

Далее, будем иметь иметь 

.))((min,))((min 2
0

1
0

RtrPtp
tt

−=−−=−
≤≤≤≤

λλλλ
ππ

 

С другой стороны, непосредственным вычислением нетрудно найти, что при 

сделанных предположениях будет выполняться неравенство 

 

,1)( 2121
2 ≥++− RPRP λλ  

и, следовательно, 

))(( 21 RP −−
≥

λλ
ππ . 

 

Заметим теперь, что приняв во внмание соотношения (4.1.10) и (4.1.11), мы  

найдем, что имеют место условия теоремы 3.1.2, согласно которой  система 
(4.1.1) осциллирующая.Случай },{min 21 RP≤λ   рассматривается аналогично 

вышеизложенному. Теорема доказана. 
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4.2. Теорема об осцилляции решений одной краевой задачи для 

канонической системы Дирака 2-ого типа 

Рассматривается следующая краевая задача для канонической системы 

Дирака 2-ого типа ([5]) 





=−+′
=++′

.)()(

,)()(
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yytpytqy

yytqytpy

λ
λ

                               (4.2.1a) 

     ,0cos)0(sin)0( 21 =+ αα yy                                    (4.2.1b) 

     ,0cos)(sin)( 21 =+ βπβπ yy                                                    (4.2.1c) 

где   )(tp   и )(tq ],0[ π − действительные функции, определенные и непрерывные 
на отрезке ],0[ π , α  и β  − произвольные действительные числа,  λ  − параметр. 

Известно ([5]), что собственные значения краевой задачи  

(4.2.1a)-(4.2.1c) действительны и счетны, причем их множество простирается от 
∞−  до ∞+ . 

Имеет место 

Теоремa 4.2.1. Для любого натурального числа   n   существует число  nµ , 

такое, что если собственное значение λ  задачи (4.2.1а)-(4.2.1c) удовлетворяет 

неравенству  nµλ ≥ ,  то каждая из компонент соответствующей собственной 

вектор-функции задачи (4.2.1а)-(4.2.1c)  имеет на отрезке ],0[ π  по крайней 

мере   n   нулей. 

Доказательство. Запишем систему (4.2.1) в виде 
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                         (4.2.2) 

Воспользовавшись леммой 1.2.3, преобразуем систему (4.2.2) к виду 
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                                            (4.2.3)   

в которой, согласно соотношениям (1.1.20a), будем иметь 

     ,))(()(,))(()( 00

)(2

0

)(2

0

∫∫
−=+−=

−
tt

dqdq

etptretptp
ττττ

λλ                        (4.2.4) 

Для заданного натурального числа  n  выберем натуральные число  s   так, 

чтобы имело место неравенство 1+≥ ns . Затем подберем пару натуральных 

чисел  m   и  k  так, чтобы  mks = . Обозначив 

,)( 0

)(2∫−

=

t

dq

et
ττ

ϕ  

заметим, что )(tϕ . Далее, так как функции  )(),( ttp ϕ  и 
)(

1

tϕ
 непрерывны на отрезке 

],0[ π , то фунцкии  )(
)(

2

tp
t

m −
ϕ

и )()( 2 tktp ϕ+  также будут непрерывны на ],0[ π , и, 

следовательно, ограничены. А, значит, найдутся такие числа  121 ,, Lll  и 2L , что 

1

2

1 )(
)(

Ltp
t

m
l ≤−≤

ϕ
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и 

.)()( 2
2

2 Ltktpl ≤+≤ ϕ  

Выберем теперь  собственное значение задачи (4.2.1а)-(4.2.1c) так, чтобы 

выполнялись неравенства 

)(
)(

2

tp
t

m
n −≥

ϕ
λ                                                (4.2.5a) 

и 

        ).()( 2 tktpn ϕλ +≥                                                               (4.2.5b) 

Например, значение  nλ  можно выбрать таким, чтобы оно удовлетворяло бы 

соотношению 
}.,{max 21 LLn ≥λ  

Такой выбор всегда возможен в силу особенности расположения собственных 

значений на числовой прямой. Тогда, учитывая,  что  0)( >tϕ , а также 
соотношения (4.2.5) и (4.2.6), будем иметь 

    .0
)(

)(
,0)())(( 22 >≥−<−≤+− k

t

tp
mttp n

n ϕ
λϕλ                               (4.2.6) 

Сравним теперь систему  (4.2.3)  с системой 
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Общее решение системы  (4.2.7)  
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, как уже нам известно, можно 

представить в виде 

),(sin)(),(cos)( 21 ϕϕ +=+= mkt
m

Ak
tumktAtu  

где  A   и  ϕ   −  произвольные постоянные.  Предположим теперь, что 
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− собственная вектор-функция задачи (4.2.1a)-(4.2.1c), соответствующая 

собственному значению nλ ,    a 
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1
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r
− соответствующее ему (по лемме 

1.2.3) решение системы (4.2.3) и пусть 

,)0(,)0( 202101 zzzz ==                                                   (4.2.8) 

где 10z  и 20z − некоторые действительные числа. Из общего решения системы 

(4.2.7) выделим решение, которое удовлетворяло бы условию 

,)0(,)0( 202101 zuzu ==  

(такой выбор возможен согласно теореме о существовании и единственности 

задачи Коши для линейных однородных систем). Очевидно, что каждая из  
компонент этого решения будет  иметь на отрезке ],0[ π   по крайней мере     

1+>= nsmk  нулей. Далее, примем 
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).()(),()(,)(,)( 0202
2

1
2

1 trtrtptpktrmtp ===−=  

 

Tогда, с учетом (4.2.4 ), (4.2.5a) и (4.2.5b), будем иметь 

,)()())(())(()( 1
2

)(2

2
0 tpmttpetptp

t

dq

=≥+−=+−=
∫−

ϕλλ
ττ

 

.)(
)(

)(
))(()( 1

2
)(2

2
0 trk

t

tp
etptr

n
dq

t

=≥
−

=−=
∫

ϕ
λ

λ
ττ

 

Заметим теперь, что по отношению к системам  (4.2.3) и (4.2.7) и 

соответствующим им решениям )(tz
r

 и  )(tu
r

 имеют место условия теоремы 2.1.1, 

и так как каждая из компонент решения )(tu
r

 имеет на отрезке ],0[ π  по крайней 

мере 1+n  нулей, то, применив теорему 2.1.1, получим, что одна из компонент 
)(tz

r
, а значит, согласно следствию из леммы 1.2.3, и соответствующей 

собственной вектор-функции задачи (4.2.1а)-(4.2.1c)), будет иметь на отрезке 
],0[ π  по крайней мере 1+n  нулей. Согласно лемме 2.2.1, другая компонента этой 

же собственной вектор-функции будет иметь на отрезке   по крайней мере 

n  нулей. Очевидно, что при  nλλ ≥ , число нулей может только увеличиться. 

Выберем теперь  собственное значение задачи (4.2.1а)-(4.2.1c) так, 

чтобы имели место неравенства 

)(
)(

2

tp
t

m
n −−≤′

ϕ
λ                                              (4.2.9a) 

и 

        ).()( 2 tktpn ϕλ −≤′                                                               (4.2.9b) 

Такое значение   nλ′   можно выбрать, например, воспользовавшись 

соотношением 

.)()(),(
)(

min 2
2

0 









−−−≤′

≤≤
tktptp

t

m

t
n ϕ

ϕ
λ

π
 

Примем 

).()(),()(,)(,)( 0202
2

1
2

1 trtrtptpktrmtp ==−==  

 

Тогда, с учетом (4.2.4), (4.2.9a) и (4.2.9b), будем иметь, что 

 

,)()())(()( 1
2

2 tpmttptp =−≥+−= ϕλ  

).(
)(

)(
)( 1

2
2 trk

t

tp
tr n =≤−′

=
ϕ

λ
 

Рассмотрим теперь для сравнения с системой (4.2.3) систему 





−=′
=′

.1
2

2

2
2

1

yky

ymy
                                        (4.2.10) 

общее решение которой можно записать в виде 

],0[ π
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),(cos)(),(sin)( 21 ϕϕ +=+= mkt
m

Ak
tumktAtu  

где  A   и  ϕ   −  произвольные постоянные.  Выберем теперь из этого решения то 

частное решение 







=

)(

)(
)(

2

1

tu

tu
tu

r
, которое удовлетворяет условию 

.)0(,)0( 202101 zuzu ==  

Тогда,  для систем (4.2.3 ) и (4.2.10), будут иметь место условия теоремы 2.2.1. 

И так как каждая из компонент  )(tu
s

 решения системы (4.2.11), будет иметь 

наотрезке ],0[ π   по крайней мере  1+n  нулей, то, вновь, применив теорему 2.2.1, 

получим, что каждая  из компонент )(tz
r

, а значит, согласно следствию из  
леммы 1.2.3, и соответствующей собственной вектор-функции задачи (4.2.1а)-

(4.2.1c)), будет иметь на отрезке ],0[ π  по крайней мере n  нулей. Число нулей 

при   nλλ ′≤  может только увеличиться. Для заверешения доказательства 

достаточно выбрать nµ из соотношения 

}.,{max nnn λλµ ′=  

Теорема доказана. 

 

 4.3. Применение теорем сравнения в примерах 

Рассмотрим в качестве приложения одной из теорем сравнения − 

определение осцилляционнех свойств систем с степенными и 

экспотенциальными коэффициентами на полупрямой.   

Из утверждения теоремы 2.2.8 следует, что если имеют место условия 

теоремы, то осцилляционные свойства системы (3.2.1) напрямую зависят от 
поведения корней уравнений (2.2.46c) и (2.2.46d), а именно, чем больше их 

количество на рассматриваемом отрезке, тем сильнее осцилляция системы. 

Приведем необходимые определения. 

Определение 4.3.1. ([11]) Нетривиальное решение  







=

)(

)(
)(

2

1

ty

ty
ty

r
 системы 

(3.2.1) назовем осциллирующим, если функция  )(
1

ty  имеет по крайней мере 
один нуль в некоторой окрестности ∞+ ,  в противном случае решение 
называется неосциллирующим. 

Известно, что если  система имеет  одно осциллирующее решение, то  каждая 

из его нетривиальных решений также является осциллирующим. 

Определение 4.3.2. Система (3.2.1) называется осциллирующей, если она 
имеет по крайней мере одно осциллирующее решение, в противном случае 

система называется неосциллирующей. 

Перейдем теперь к рассмотрению  осциляционных свойств системы 





−=′
=′

.
12

21

yty

yty
n

m

                                    
(4.3.1)   
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в предположении, что 0≥t .   Рассмотрим  систему  (4.3.1)  сначала на конечном 

отрезке ),0[],[ ∞⊂ba [a, b]. 

1. Пусть .,0, nmnm <≥  Имеем 

1)  .0)(,0)(],,[, 2 <>∈ trtpbaCrp  

2)  .0)(,0)( 11 ≥=′−≥=′ −− nm nttrmttp  

3)  .0)()(
)(

)(
)(

1 ≤−=′=







−=′ −−− nmnm

tnmt
tr

tp
tP  

4) ( ) ( ) 0ln)(ln
2

>−=″=″ −

t

nm
ttP

nm  

Таким образом имеют место условия теоремы 2.2.8 (условие 1
21

+= nn  можно 

будет обеспечить выбрав, например,  подходящим образом значение b ).  

И, следовательно, число нулей компонент решений системы (4.3.1) будет 
определяться числом корней уравнений (2.2.46c) и (2.2.46d), которые  при этом 

будут иметь вид 

 ,,
2

2

2

2

2

2

2 Zkk
at

d
nm

nmnm

t

a

nm

∈=−= ++

++++
+

∫ πττ                            (4.3.2a) 

и 

           .,
2

2 Znnd
t

a

nm

∈+=∫
+

ππττ                                       (4.3.2b) 

Из уравнения (4.3.2a) найдем, 

.,
2

2
2

2

2

2

Zkak
nm

t
nmnm

∈++++=
++++

π  

Учитывая принадлежность корней  отрезку ],[ ba ,  и, обозначив
2

2++= nm
l , будем 

иметь 
,, Zkbakla lll ∈≤+≤ π  

или 

    .,0 Zkabkl ll ∈−≤≤ π                                           (4.3.3) 

Поскольку  0>l , то из полученных соотношений, во-первых, будет следовать, 

что уравнения (4.3.2a) и (4.3.2b) будут иметь более одного корня, если 

.
2

3π≥−
l

ab
ll

 

Во-вторых, можно сделать вывод, что при малых значениях a   и b    осцилляция 

будет слабой (маленькая плотность нулей),  поскольку будет малой и разность  
ll ab − , и вследствии чего  число значений k ,  удовлетворяющих соотношению 

(4.3.3),  будет мало. С увеличением значений a   и b    разность    ll ab − , 

очевидно,  будет расти, а, значит, осцилляция будет усиливаться.  
И,  следовательно, согласно определениям 4.3.1 и 4.3.2 , система (4.3.1)  будет 
осциллирующей на всей полупрямой  0≥t . 
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2. Рассмотрим теперь систему (4.3.1) в предположении, что  

2,0 −<+≤≤ nmnm .   В этом случае мы будем иметь 0<l ,  и из соотношений 

(4.3.3)  найдем, что 

,,0 Zkk
l

ab
ll

∈≤≤−
π

 

или 

.,0
)(

Zkk
abl

ab
l

ll

∈≤≤−
π

 

Отсюда будет следовать, что чем меньше значения a   и b , тем большее 
количество значений k   будет удовлетворять этому неравенству, причем, с 
приближением a   и b    к нулю, их число будет расти и стремиться к 

бесконечности.  Таким образом, мы получим, что  при малых   a   и b    

осцилляция будет сильнее, чем при больших. С другой стороны, если 

зафиксировать a , а  b   взять достаточно большим, то неравенству (4.3.4) в этом 

случае  не будет удовлетворять ни одно значение k .  Отсюда следует, что 

система  (4.3.1)   не будет осциллирующей на полупрямой  0>t . 

3. Рассмотрим теперь случай .02,0 <+<−≤≤ nmnm  При этом будем иметь  

0>l , и, для определения числа корней вновь можем воспользоваться  

неравенством (4.4.3), откуда будет следовать, что при малых, близких к нулю 

значений   a   и b ,    осциляция будет проявляться относительно сильнее, чем 

при больших a   и b ,  причем при любом достаточно большем  b   найдутся 

значения  k , удовлетворяющие неравенству (4.3.3). Таким образом приходим к 

выводу, что в рассматриваемом случае система (4.3.1) будет осцилллирующей. 

4. Рассмотрим теперь систему (4.1.10) в предположении, что 

.2,0 −=+≤≤ nmnm Уравнение (4.3.2a) при этом примет вид 

,,lnln2 Zkkat
d

d
t

a

t

a

nm

∈=−== ∫∫
+

π
τ
τττ  

откуда, учитывая принадлежность корней отрезку ],[ ba ,  найдем 

 
,lnlnln bkaa ≤+≤ π  

или 

     .,ln0 Zk
a

b
k ∈≤≤ π                                         (4.3.5) 

Из этого соотношения следует, что осцилляция на отрезке ],[ ba     возможна 

лишь при условии, что  π≥
a

b
ln  или  π

e
a

b ≥ .    В частности, если зафиксировать 

значение a ,  а b  устремить в бесконечность,    то найдется бесконечное число 

значений k ,  удовлетворяющих неравенству (4.3.5). Откуда будет следовать, 

что решения, а значит, и системы такого вида     будут осциллировать  на 
полупрямой  0>t . 

Обобщая вышеизложенное, приходим к выводу, что имеет место следующая 

Теорема 4.3.1. Если  в системе (4.3.1) nm <  и выполняется одно из условий: 

0,0 ≥≥ nm  или  0,0 ≤≤ nm    и  2−≥+ nm ,   то система осциллирует на полупрямой 

0>t .  В случае 0,0 ≤≤ nm  и  2−<+ nm  система неосциллирует. 
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Перейдем теперь к рассмотрению осцилляционных свойств систем 





−=′
=′

.
12

21

yey

yey
nt

mt

 

Как и выше, рассмотрим  систему  (4.3.6)  сначала на конечном отрезке 

),0[],[ ∞⊂ba . 

1. Предположим, что nm −= . В этом случае, уравнение (2.2.46c) примет вид 

., Zkkatd
t

a

∈=−=∫ πτ  

Число значений k , удовлетворяющих этому соотношению, определится из 
условия 

.,0 Zkabk ∈−≤≤ π  

Отсюда будет следовать, что на любом отрезке длиной большей или равной ,
2

3π
 

решение системы будет осциллировать. А, значит, любое нетривиальное 
решение системы будет осциллировать на всей полупрямой 0≥t , и, 

следовательно, система (4.3.6)  в рассматриваемом случае  будет 

осцилллирующей на полупрямой 0≥t . 

2. Пусть .,0,0 nmnm ≤≥≥  Имеем 

 

1) .0)(,0)(],,[, 2 <>∈ trtpbaCrp  

2)  .0)(,0)( ≥=′−≥=′ ntmt netrmetp  

3)  .0)()(
)(

)(
)(

)()( ≤−=′=







−=′ −− tnmtnm

enme
tr

tp
tP  

4) ( ) ( ) 0ln)(ln
2

)( ≥−=″=″ −

t

mn
etP

tnm  

 

Таким образом имеют место условия теоремы 2.2.8. И, следовательно, число 

нулей компонент решений системы (4.3.7) будет определяться числом корней 

уравнений (2.2.46c) и (2.2.46d), которые при этом будут иметь вид 
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2

222

)(

Zkkee
nm
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t

a

a
nm

t
nmnm

∈=






 −
+

=∫
+++

πτ
τ

                             (4.3.7) 

и 

.,
2

2

)(

Znnde
t

a

nm

∈+=∫
+

ππτ
τ

 

Oбозначив  
2

nm
l

+= , и, учитывая принадлежность корней  отрезку  ],[ ba , из 

уравнения (4.3.7) найдем 

                                                .,0 Zkeеkl albl ∈−≤≤ π                                           (4.3.8) 

Из полученных соотношений во-первых следует, что уравнение (4.3.7) будет 
иметь корни, отличные от a ,   если 
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.π≥−
l

eе
albl

 

Во-вторых, можно сделать вывод, что при малых значениях a   и b  осцилляция 

будет слабой (маленькая плотность нулей),  поскольку будет малой и разность  
albl eе − , и вследствии чего  число значений k , удовлетворяющих соотношению 

(4.3.9)  будет мало. С увеличением значений a   и  разность  albl eе − ,  очевидно,  

будет расти,  а, значит, осцилляция будет усиливаться. И,  следовательно, 

система (4.3.6)  будет осциллирующей на всей полупрямой  0≥t . 

3. Рассмотрим теперь систему (4.3.6) в предположении, что 0,0 << nm .  

Нетрудно проверить, что и в этом случае имеют место условия теоремы 2.2.8.   

И, поскольку 0<l , то  из соотношений (4.3.8)  найдем, что 

.0≤≤−
k

l

eе
albl

 

Из этого неравенства следует, что такие значения k   найдутся, если  l   будет 
достаточно малым, причем с увеличением значений  a   и  их практически не 
будет.  Отсюда следует, что система  (4.3.6)   не будет осциллирующей на всей 

полупрямой 0≥t . 

Обобщая вышеизложенное, приходим к выводу, что имеет место следующая 

Теорема 4.3.2.  Если  в системе (4.3.7) 0,0 ≥≥ nm ,  то система осциллирует 

на всей полупрямой  0≥t .  В случае 0,0 << nm  система неосциллирует. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b
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