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Ðî¸ 371.31:51                               Ø³Ã»Ù³ïÇÏ³ÛÇ ¹³ë³í³Ý¹Ù³Ý Ù»Ãá¹ÇÏ³ 

Æ.ü. Þ²ðÆ¶ÆÜÆ ¦ºðÎð²â²öàôÂÚàôÜ 12§ ¸²ê²¶ðøÆ  

ÊÜ¸ÆðÜºðÆò ØºÎÆ ÈàôÌØ²Ü ºÔ²Ü²ÎÜºð 
 

è.²é³ù»ÉÛ³Ý 

 

¶áñÍáÕ ²í³· ¹åñáóÇ µÝ³·Çï³Ù³Ã»Ù³ïÇÏ³Ï³Ý ÑáëùÇ Æ. ü. 

Þ³ñÇ·ÇÝÇ ¦ºñÏñ³ã³÷áõÃÛáõÝ 12§ ¹³ë³·ñùÇ Ï³ñ¨áñ³·áõÛÝ ¨ Ñ»ï³ùñùÇñ 

Ã»Ù³Ý»ñÇó Ù»ÏÁ Ù³ñÙÇÝÝ»ñÇ Í³í³ÉÝ»ñÇ Ñ³ßíáõÙÝ ¿, Î³í³ÉÛ»ñÇÇ 

(´áÝ³í»Ýïáõñ³ Î³í³ÉÛ»ñÇ` XVII ¹³ñÇ Çï³É³óÇ ·ÇïÝ³Ï³Ý) ëÏ½µáõÝùÇ 

ÏÇñ³éáõÃÛ³Ùµ, áñÝ áõÝÇ ÇÝãå»ë  ï»ë³Ï³Ý, ³ÛÝå»ë ¿É É³ÛÝ ·áñÍÝ³Ï³Ý  

Ýß³Ý³ÏáõÃÛáõÝ: ÀÝÃ»ñóáÕÇ áõß³¹ñáõÃÛ³ÝÝ »Ýù Ý»ñÏ³Û³óÝáõÙ ¹³ë³·ñùÇ 

¹Åí³ñ³íáõÝ ËÝ¹ÇñÝ»ñÇó  Ù»ÏÇ ÉáõÍáõÙÁ ÙÇ ù³ÝÇ »Õ³Ý³ÏÝ»ñáí: 

ÊÝ¹Çñ 12. (¹) r  ÑÇÙùÇ ß³é³íÇÕ áõÝ»óáÕ »ñÏáõ ·É³ÝÝ»ñÇ ³é³ÝóùÝ»ñÁ 

Ñ³ïíáõÙ »Ý ¨ ÷áËáõÕÕ³Ñ³Û³ó »Ý: ¶ï»ù Ýñ³Ýó ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ëÇ Í³í³ÉÁ: 

(¶É³ÝÇ ÍÝáñ¹Ý»ñÁ µ³í³Ï³Ý³ã³÷ »ñÏ³ñ »Ý): 

ÐÇß»óÝ»Ýù Î³í³ÉÛ»ñÇÇ ëÏ½µáõÝùÁ Ù³ñÙÝÇ Í³í³ÉÇ Ñ³ßíÙ³Ý Ñ³Ù³ñ: 

ºÃ» »ñÏáõ Ù³ñÙÇÝÝ»ñ ï³ñ³ÍáõÃÛ³Ý Ù»ç Ï³ñ»ÉÇ ¿ ¹³ë³íáñ»É 

³ÛÝå»ë, áñ ïí³Í Ñ³ñÃáõÃÛ³ÝÁ  ½áõ·³Ñ»é ó³ÝÏ³ó³Í Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ Ñ³ïáõÙ 

¿ ³Û¹ Ù³ñÙÇÝÝ»ñÝ ³ÛÝåÇëÇ å³ïÏ»ñÝ»ñáí, áñáÝó Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ 

Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ Ñ³ëï³ïáõÝ ¿, ³å³ ³Û¹ Ñ³ëï³ïáõÝÇÝ Ñ³í³ë³ñ ÏÉÇÝÇ 

Ý³¨ ³Û¹ Ù³ñÙÇÝÝ»ñÇ Í³í³ÉÝ»ñÇ Ñ³ñ³µ»ñáõÃÛáõÝÁ: 

´»ñí³Í ËÝ¹ñÇ ÉáõÍáõÙÁ ¹ÛáõñÇÝ ã¿ ³ß³Ï»ñïÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ ÙÇ ù³ÝÇ 

å³ï×³éÝ»ñáí: Ü³Ë ¹Åí³ñ ¿ ·Í³·ñ»É Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý íñ³ »é³ã³÷ 

ï³ñ³Í³Ï³Ý Ñ³ïíáÕ ·É³ÝÝ»ñÁ, ÇÝãå»ë Ý³¨ Ýñ³Ýó ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ëÁ, 

(ÜÏ.1, ÜÏ.2): Ð³çáñ¹ ù³ÛÉáõÙ å»ïù ¿ Ï³ï³ñ»É »ñÏñ³ã³÷³Ï³Ý Ù³ñÙÝÇ 

ÁÝïñáõÃÛáõÝÁ, áñÁ ÃáõÛÉ Ïï³ ÏÇñ³é»É Î³í³ÉÛ»ñÇÇ ëÏ½µáõÝùÁ ËÝ¹ÇñÁ ÉáõÍ»Éáõ 

Ñ³Ù³ñ: ²ÛëÇÝùÝ, å»ïù ¿ ÁÝïñ»É ÙÇ Ù³ñÙÇÝ, áñÇ Ñ³ïáõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ áõ  

Í³í³ÉÇ Ñ³ßíáõÙÁ Ñ³ÛïÝÇ ¿, ÁÝïñ»É ³Û¹ Ù³ñÙÝÇ ¹ÇñùÝ ³ÛÝå»ë, áñ ¦µ³ñÓÇ§ 
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ÝÏ³ïÙ³Ùµ ÏÇñ³éíÇ Î³í³ÉÛ»ñÇÇ ëÏ½µáõÝùÁ: àñå»ë ³Û¹åÇëÇ Ù³ñÙÇÝ 

ÁÝïñ»Ýù r  ß³é³íÕáí ·áõÝ¹Á: 

î»Õ³¹ñ»Ýù r  ß³é³íÕáí ·áõÝ¹, áñÇ Ï»ÝïñáÝÁ å³ïÏ³ÝáõÙ ¿ 

·É³ÝÝ»ñÇ  ³é³ÝóùÝ»ñÇ Ñ³ñÃáõÃÛ³ÝÁ`  ¨ Ï³éáõó»Ýù ûµÛ»ÏïÝ»ñÇ`  

¦µ³ñÓ§-Ç  ¨ ·Ý¹Ç Ï»ÝïñáÝÇó  x  Ñ»é³íáñáõÃÛ³Ý íñ³  Ñ³ñÃáõÃÛ³ÝÁ 

½áõ·³Ñ»é Ñ³ñÃáõÃÛáõÝ: Ð³ïáõÛÃÝ»ñáõÙ Ïëï³Ý³Ýù` ¦µ³ñÓ§-Ç Ñ³Ù³ñ 

ù³é³ÝÏÛáõÝÇ ABCD  -Ý, ÇëÏ ·Ý¹Ç Ñ³Ù³ñ` MN  ïñ³Ù³·Íáí ßñç³Ý, (ÜÏ. 3):  

ABCD   Ñ³ïáõÛÃÁ  ½áõ·³Ñ»é³·ÇÍ ¿, áñáíÑ»ï¨ ³Û¹ ù³é³ÝÏÛ³Ý 

Ñ³Ï³¹Çñ ÏáÕÙ»ñÁ ÙÇ¨ÝáõÛÝ ·É³ÝÇ ÍÝÇãÝ»ñ »Ý, áñáÝù ½áõ·³Ñ»é »Ý Çñ³ñ: ÆëÏ 

·É³ÝÝ»ñÇ ß³é³íÇÕÝ»ñÇ Ñ³í³ë³ñáõÃÛáõÝÇó ¨ ·É³ÝÝ»ñÇ ³é³ÝóùÝ»ñÇ 

÷áËáõÕÕ³Ñ³Û³óáõÃÛáõÝÇó Ñ»ï¨áõÙ ¿, áñ ABCD  ½áõ·³Ñ»é³·ÇÍÁ  

ù³é³ÏáõëÇ ¿:  

¸Çï³ñÏ»Éáí x  ¨ r  ÏáÕÙ»ñáí áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ »é³ÝÏÛáõÝÝ»ñÁ  (ÜÏ. 3)  

Ïëï³Ý³Ýù, ù³é³Ïáõëáõ ¨ ßñç³ÝÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ»ñÇ Ñ³Ù³ñ Ñ»ï¨Û³É 

³ñÅ»ùÝ»ñÁ`  

2
2 22 ;S r xù³é©  

2
2 2 :S r xßñç©  

Î³í³ÉÛ»ñÇÇ ëÏ½µáõÝùÇ Ñ³Ù³Ó³ÛÝ`  

2
2 2

2
2 2

2 4
;

r xV S

V S
r x

µ³ñÓ ù³é©

·áõÝ¹ ßñç©

        

3 34 4 4 16
:

3 3
V V r rµ³ñÓ ·áõÝ¹

 

Ð³çáñ¹ »Õ³Ý³Ïáí ÉáõÍ»Éáõ Ñ³Ù³ñ Ù»½ ³ÝÑñ³Å»ßï ¿ ÜÛáõïáÝ - 

êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨Á: 
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ÜÛáõïáÝ - êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨Ç ³Ù»Ý³Ï³ñ× ³ñï³ÍáõÙÁ  Ñ»Ýí³Í ¿ 

Ù³ñÙÝÇ Í³í³ÉÇ Ñ³ßíÙ³Ý ÇÝï»·ñ³É³ÛÇÝ µ³Ý³Ó¨ÇÝ`   

( ) , (1)

b

a

V S x dx  

áñï»Õ ( )S x -Á Ù³ñÙÇÝÁ Ox  Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó 

Ñ³ïáõÙÇó ëï³óí³Í Ñ³ïáõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÝ ¿: ( )S x  ýáõÝÏóÇ³Ý ³ÝÁÝ¹Ñ³ï ¿ 

Ãí³ÛÇÝ ,a b  Ñ³ïí³ÍÇ íñ³: 

Â»áñ»Ù: ºÃ» Ù³ñÙÝÇ ½áõ·³Ñ»é Ñ³ïáõÛÃÇ ( )S x Ù³Ï»ñ»ëÁ 

µ³í³ñ³ñáõÙ ¿ 

2( ) , 0 ,S x ax bx c x h  

å³ÛÙ³ÝÇÝ, áñï»Õ x -Á Ñ³ïáõÛÃÇ Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÝ ¿ ëÏ½µÝ³Ï³Ý 

Ñ³ñÃáõÃÛáõÝÇó, ÇëÏ a -Ý, b -Ý ¨ c -Ý Ñ³ëï³ïáõÝ Ãí»ñ »Ý, ³å³ Ù³ñÙÝÇ V  

Í³í³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 

1 2( 4 ), (2)
6

h
V S S S , 

 áñï»Õ 1 2(0), ( ), ( 2) :S S S S h S S h  

² å ³ ó áõ ó áõ Ù:  Àëï  (1)  µ³Ý³Ó¨Ç  

2 3 2 2

0 0

1 1
( ) ( ) (2 3 6 ) :

3 2 6

h h
h

V S x dx ax bx c dx ah bh ch ah bh c

 

ø³ÝÇ áñ, 

                        

2

1 2(0) , ( ) ,S S c S S h ah bh c
 

                       

2 21 1
( ) , 4 2 4 ,
2 4 2

h
S S ah bh c S ah bh c

     
³å³, 

                       

2

1 2 4 2 3 6 :S S S ah bh c  

´³Ý³Ó¨Ç ÏÇñ³éáõÃÛ³Ý ³ÝÑñ³Å»ßï å³ÛÙ³ÝÁ ( )S x -Ç 

ù³é³Ïáõë»ÉÇáõÃÛáõÝÝ ¿: 

²Û¹ Ññ³ß³ÉÇ µ³Ý³Ó¨Á ÏñáõÙ ¿ ³Ý·ÉÇ³óÇ »ñÏáõ Ù³Ã»Ù³ïÇÏáëÝ»ñÇ` 

Æë³Ñ³Ï ÜÛáõïáÝÇ (1643 -1727) ¨ ÂáÙ³ë êÇÙåëáÝÇ (1710 -1761) 

³ÝáõÝÝ»ñÁ:  

ÊÝ¹Çñ: 12. (¹)- Ç ÉáõÍÙ³Ý II »Õ³Ý³Ï: 

È áõ Í áõ Ù: ¶É³ÝÝ»ñÇ Ñ³ïáõÙÇó ³é³ç³ó³Í Ù³ñÙÇÝÁ µ³ÕÏ³ó³Í ¿ 

ãáñë Ñ³í³ë³ñ Ù³ë»ñÇó, áñáÝóÇó Ûáõñ³ù³ÝãÛáõñÁ Ï³ñ»ÉÇ ¿ ÏÇë»É: êï³óí³Í 

áõÃ Ù³ë»ñÇó Ù»ÏÁ å³ïÏ»ñí³Í ¿ ÜÏ. 4-áõÙ: Üñ³ ½áõ·³Ñ»é Ñ³ïáõÛÃÝ»ñÁ 

½áõ·³Ñ»é OPQ  »é³ÝÏÛ³Ý Ñ³ñÃáõÃÛ³ÝÁ Ñ³Ý¹Çë³ÝáõÙ »Ý Ñ³í³ë³ñ³¿ç 

áõÕÕ³ÝÏÛáõÝ »é³ÝÏÛáõÝÝ»ñ: ºÃ» x -Á Ñ³ïáÕ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ñ»é³íáñáõÃÛáõÝÝ ¿ 
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·É³ÝÇ ïñ³Ù³·ÍÇ Í³Ûñ³Ï»ïÇó, 

³å³ ( )S x  Ñ³ïáõÛÃÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ 

Ñ³í³ë³ñ ¿ OPQ  »é³ÝÏÛ³Ý 

Ù³Ï»ñ»ëÇÝ`  

             

21 1
(2 );

2 2
AC x r x   

Ð³í³ë³ñáõÃÛ³Ý ³ç Ù³ëÁ 

ù³é³Ïáõë³ÛÇÝ ýáõÝÏóÇ³ ¿, ÜÛáõïáÝ-

êÇÙåëáÝÇ µ³Ý³Ó¨Ç Ñ³Ù³Ó³ÛÝ 

21
2 , 0 2 , ;

2
h r x r S r  

áõëïÇ áñáÝ»ÉÇ Í³í³ÉÁ Ñ³í³ë³ñ ¿  

            

2 32 1 16
8 0 0 4 :

6 2 3

r
V r r  

ÊÝ¹Çñ: 12. (¹)- Ç ÉáõÍÙ³Ý III »Õ³Ý³Ï: 

          È áõ Í áõ Ù: 

         ¶É³ÝÝ»ñÇ ³é³ÝóùÝ»ñÁ ÁÝïñ»Ýù áñå»ë Ïááñ¹ÇÝ³ï³ÛÇÝ Ñ³Ù³Ï³ñ·Ç 

Oy  ¨ Oz ³é³ÝóùÝ»ñ (ÜÏ. 5):  

OABCD  Ù³ñÙÇÝÁ Ï³½ÙáõÙ ¿ 

Ù»½ Ñ»ï³ùñùñáÕ Ù³ñÙÝÇ` ¦µ³ñÓÇ§ 

Ù»Ï áõÃ»ñáñ¹ Ù³ëÁ: Ð³ï»Ýù ³Û¹ 

Ù³ñÙÇÝÁ Ox  ³é³ÝóùÇÝ áõÕÕ³Ñ³Û³ó 

Ñ³ñÃáõÃÛ³Ùµ, O  Ï»ïÇó x  Ñ»é³-

íáñáõÃÛ³Ý íñ³: Ð³ïáõÛÃáõÙ 

Ïëï³Ý³Ýù EFKL  ù³é³ÏáõëÇ 

2 2EF r x  »ñÏ³ñáõÃÛ³Ùµ 

ÏáÕÙáí: ²Û¹ å³ï×³éáí  

2 2( )S x r x :  Ð³ßí»Ýù 

Ù³ñÙÝÇ Í³í³ÉÁ  (1)  µ³Ý³Ó¨áí. 

3 3
2 2 2 3 3

0 0

16
8 ( ) 8 8 :

3 3 3

r
r

x r
V r x dx r x r r

ÊÝ¹Çñ 12 *. r  ÑÇÙùÇ ß³é³íÇÕ áõÝ»óáÕ »ñ»ù ·É³ÝÝ»ñÇ ³é³ÝóùÝ»ñÁ 

Ñ³ïíáõÙ »Ý, ·ïÝíáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ¨ Ñ³ñ¨³Ý ³é³ÝóùÝ»ñÇ 

Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿ 3- Ç:   ¶ï»ù Ýñ³Ýó ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ëÇ 

Í³í³ÉÁ:  
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Ð»Ýí»Éáí ÉáõÍí³Í ËÝ¹ñÇ 

¹³ïáÕáõÃÛáõÝÝ»ñÇÝ Ï³ë»Ýù, áñ 

»ñ»ù ·É³ÝÝ»ñÇ ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ëÁ 

ÏáõÝ»Ý³ ÜÏ. 6-Ç ï»ëùÁ` ³ÛëÇÝùÝ 

³Ûë ¹»åùáõÙ ¦µ³ñÓÁ§ ÏáõÝ»Ý³ 6 

¦ÝÇëï§, ³Û¹ å³ï×³éáí Ýñ³ Ñ³ñÃ 

Ñ³ïáõÛÃáõÙ ëï³óí³Í 

µ³½Ù³ÝÏÛáõÝÁ ÏÑ³Ý¹Çë³Ý³ Ï³Ýá-

Ý³íáñ í»ó³ÝÏÛáõÝ, áñÇ Ù³Ï»ñ»ëÁ 

¹Åí³ñ ã¿ ³ñï³Ñ³Ûï»É  BC -áí ¨ 

¦µ³ñÓÇ§  Í³í³ÉÁ Ñ³ßí»Éáõ Ñ³Ù³ñ 

ÏÇñ³é»É Î³í³ÉÛ»ñÇÇ ëÏ½µáõÝùÁ: 

 

 

2
2 2

6

2
2 2

6 3 33 2 3
;

r xV S

V S
r x

µ³ñÓ

·áõÝ¹ ßñç©

 

3 32 3 2 3 4 8
3 :

3 3
V V r r·áõÝ¹µ³ñÓ

 

ÊÝ¹Çñ 12 **. r  ÑÇÙùÇ ß³é³íÇÕ áõÝ»óáÕ n ·É³ÝÝ»ñÇ ³é³ÝóùÝ»ñÁ 

Ñ³ïíáõÙ »Ý,  ·ïÝíáõÙ »Ý ÙÇ¨ÝáõÛÝ Ñ³ñÃáõÃÛ³Ý Ù»ç ¨ Ñ³ñ¨³Ý ³é³ÝóùÝ»ñÇ 

Ï³½Ù³Í ³ÝÏÛáõÝÁ Ñ³í³ë³ñ ¿  n  -Ç: ¶ï»ù Ýñ³Ýó ÁÝ¹Ñ³Ýáõñ Ù³ëÇ 

Í³í³ÉÁ:  

È áõ Í áõ Ù: ÎÇñ³é»Éáí ³Ý³Éá·Ç³, û·ï³·áñÍ»Éáí Ï³ÝáÝ³íáñ 2n -

³ÝÏÛ³Ý  Ù³Ï»ñ»ëÇ µ³Ý³Ó¨Á ¨ Î³í³ÉÛ»ñÇÇ ëÏ½µáõÝùÁ Ï·ñ»Ýù`  

3 3
2 2 2 2 8 24

:
3 3

n tg n n tg n n tg n
V n V r r·áõÝ¹µ³ñÓ

 

Ò¨³÷áË»Éáí    

2
2

n tg
nV n V·áõÝ¹µ³ñÓ

      ³ñï³Ñ³ÛïáõÃÛáõÝÁ 

Ï·ñ»Ýù` 

2
:

2

V n tg n

V n

µ³ñÓ

·áõÝ¹

 

 ²ÛÅÙ »ÝÃ³¹ñ»Ýù   ·É³ÝÝ»ñÇ ÃÇíÝ ³×áõÙ ¿, û·ïí»Éáí   

2
lim 1

2x

tg x

x
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 ë³ÑÙ³ÝÇ ³ñÅ»ùÇó Ï·ñ»Ýù, áñ ³é³ÝóùÝ»ñÇ ÃíÇ Ù»Í³óáõÙÇó ¦µ³ñÓ§-»ñÇ  

Í³í³ÉÝ»ñÁ Ýí³½»Éáí Ó·ïáõÙ »Ý  r ß³é³íÕáí ·Ý¹Ç Í³í³ÉÇÝ: ²ÛëÇÝùÝ` 

3 316 4
2 3 ... :

3 3
r V V V n r

µ³ñÓ µ³ñÓ µ³ñÓ
 

²Ù»Ý³Ù»Í Í³í³ÉÝ áõÝÇ  2V
µ³ñÓ

- Ý, Ýñ³ Ùáï³íáñ ³ñÅ»ùÁ 

Ñ³í³ë³ñ ¿` 

 

2 1,2732 ; 3 1,1 ; 4 1,05 :V V V V V V·áõÝ¹ ·áõÝ¹ ·áõÝ¹µ³ñÓ µ³ñÓ µ³ñÓ
  

ÆëÏ ûñÇÝ³Ï      28 1,0010 :V V·áõÝ¹µ³ñÓ
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Способы решения одной задачи из учебника И.Ф. Шарыгина «Геометрия 12» 

Р.Аракелян  
 

Резюме 
 

В данной статье рассматривается решение одной из сложных задач из 

учебника И.Ф. Шарыгина для старшей школы «Геометрия 12» несколькими 

способами: нахождением объема тела по принципу  Кавальери, с помощью формулы 

Ньютона-Симпсона и путем вычисления интеграла. Статья может служить в качестве 

методической помощи для учителей и учеников школ. 

 

 

 
The Ways of Solution of a Task from the Textbook «Geometry 12» by I.F.Sharygin   

R.Arakelyan  
 

Summary 
 

In this article one of the difficult tasks from a textbook for high school "Geometry 

12" by I.F.Sharygin was solved in several ways: finding of volume of a body by Cavalieri's 

principle; by means of Newton-Simpson's formula and by integral calculation. The article 

can be used as the methodical guide for school teachers and pupils. 

 
 
 


