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Ø Çù³ Û»É ² ՊՐԵՍՅԱՆ  
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Ñ³ í³ ë³ ñáõÙ, Ù³ ëÝ³ ÏÇ ³ Í³ ÝóÛ³ ÉÝ»ñ, ÉñÇí ¹Çý»ñ»ÝóÇ³ É 
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М. Апресян  

Криволинейные интегралы 

 

В работе исследованы криволинейные интегралы. Рассмотрены простейшие примеры, которые 

способствуют  углублению знаний учащихся. В математике, при решении задач, возникают разные вопросы, 

разные трудности. Преодоление возникшей проблемы приводит к решению задач. Важно знать также ход 

решения типовых задач. Работа содержит решения типовых примеров. 

 

M. Apresyan  

Curvilinear integrals 

 

The work investigates curvilinear integrals. The elementary examples which promote increasing knowledge of pupils 

are reviewed. In mathematics, at the solution of tasks, different questions and difficulties arise. Overcoming of the 

arisen problem leads to the solution of tasks. It is important to know the course of the solution of standard tasks. The 

work contains solutions of standard examples. 

 

² ßË ³ ï ³ ÝùáõÙ Ñ»ï ³ ½áï í³ Í »Ý Ïáñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÝ»ñ: ¸ Çï ³ ñÏí³ Í »Ý å ³ ñ½³ ·áõÛÝ ûñÇÝ³ ÏÝ»ñ, áñáÝù 

Ýå ³ ëï áõÙ »Ý ëáíáñáÕÝ»ñÇ ·Çï »ÉÇùÝ»ñÇ Ë áñ³ óÙ³ ÝÁ: Ø ³ Ã »Ù³ ï ÇÏ³ ÛáõÙ Ë Ý¹ÇñÝ»ñÇ ÉáõÍÙ³ Ý Å³ Ù³ Ý³ Ï 

³ é³ ç³ ÝáõÙ »Ý ï ³ ñµ»ñ Ñ³ ñó»ñ, ï ³ ñµ»ñ ¹Åí³ ñáõÃ ÛáõÝÝ»ñ: ² é³ ç³ ó³ Í ¹Åí³ ñáõÃ ÛáõÝÝ»ñÇ Ñ³ ÕÃ ³ Ñ³ ñáõÙÁ 

ï ³ ÉÇë ¿ Ë Ý¹ñÇ ÉáõÍÙ³ Ý µ³ Ý³ ÉÇÝ: Î ³ ñ¨áñ ¿ ÇÙ³ Ý³ É ï Çå ³ ÛÇÝ ûñÇÝ³ ÏÝ»ñÇ ÉáõÍáõÙÝ»ñ: ² ßË ³ ï ³ ÝùÁ 

å ³ ñáõÝ³ ÏáõÙ ¿ ï Çå ³ ÛÇÝ ûñÇÝ³ ÏÝ»ñÇ ÉáõÍáõÙÝ»ñ:  

 

Î áñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÝ»ñÇ µ³ ÅÇÝÁ Ï³ ñ¨áñ ï »Õ ¿ ·ñ³ íáõÙ ¦Ø ³ Ã»Ù³ ï ÇÏ³ Ï³ Ý 

³ Ý³ ÉÇ½Ç§¹³ ëÁÝÃ³ óáõÙ [1]: ² ßË ³ ï ³ ÝùáõÙ ¹Çï ³ ñÏíáõÙ »Ý ÙÇ ù³ ÝÇ Ïáñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÝ»ñ:  

Ðá¹í³ ÍÇ ÑÇÙÝ³ Ï³ Ý  Ýå ³ ï ³ ÏÁ áã ÙÇ³ ÛÝ ³ Û¹ ÇÝï »·ñ³ ÉÝ»ñÇ Ñ³ ßíáõÙÝ ¿,  ³ ÛÉ̈  áõÕÕí³ Í ¿ 

ëáíáñáÕÝ»ñÇ ëï »ÕÍ³ ·áñÍ³ Ï³ Ý   Ùï ³ ÍáÕáõÃÛ³ Ý ½³ ñ·³ óÙ³ ÝÁ: Æ Ýãå »՞ë ÁÝï ñ»É Ë Ý¹ñÇ  ÉáõÍÙ³ Ý 

é³ óÇáÝ³ É  »Õ³ Ý³ ÏÁ, ÇÝãå »՞ë ½áõ·áñ¹»É ï »ë³ Ï³ Ý ¨ ·áñÍÝ³ Ï³ Ý µÝáõÛÃÇ ·Çï »ÉÇùÝ»ñÁ, ÇÝãå »՞ë 

ëï »ÕÍ»É ÝÙ³ Ý³ ï Çå  Ùá¹»É:  

Î áñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÇ Ñ³ ßíÙ³ Ý Ñ³ Ù³ ñ Ï³ Ý ï ³ ñµ»ñ ÑÝ³ ñ³ íáñáõÃÛáõÝÝ»ñ: ² ßË ³ ï ³ ÝùáõÙ 

³ é³ ç³ ñÏíáõÙ ¿ Ïáñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÝ»ñÇ ÙÇ ¹³ ëÇ Ñ³ ßíÙ³ Ý Ñ³ Ù»Ù³ ï ³ µ³ ñ å ³ ñ½ »Õ³ Ý³ Ï:  

¸ Çï ³ ñÏ»Ýù ÏáÝÏñ»ï  ûñÇÝ³ ÏÝ»ñ [2-3]: 

úñÇÝ³ Ï 1. ò áõÛó ï ³ É, áñ 

                                           

3;2

1;0

dyyxdxyx                                                (1) 

Ïáñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÁ Ï³ Ë í³ Í ã¿  ÇÝï »·ñÙ³ Ý ×³ Ý³ å ³ ñÑÇó ¨  Ñ³ ßí»É ³ ÛÝ: 

ÈáõÍáõÙ: yxyxP ;  ¨  yxyxQ ;  ýáõÝÏóÇ³ Ý»ñÁ  Çñ»Ýó  

1
y

P
 ¨ 1

x

Q
 

Ù³ ëÝ³ ÏÇ ³ Í³ ÝóÛ³ ÉÝ»ñÇ Ñ»ï  ÙÇ³ ëÇÝ ³ ÝÁÝ¹Ñ³ ï  »Ý áÕç Ñ³ ñÃáõÃÛ³ Ý íñ³ , ÁÝ¹ áñáõÙ ï »ÕÇ áõÝÇ 

x

Q

y

P
 Ñ³ í³ ë³ ñáõÃÛáõÝÁ: Ð»ï ¨³ µ³ ñ ï í³ Í ÇÝï »·ñ³ ÉÁ Ï³ Ë í³ Í ã¿ ÇÝï »·ñÙ³ Ý ×³ Ý³ å ³ ñÑÇó 

¨ ³ Û¹ ÇÝï »·ñ³ ÉÇ Ñ³ ßíÙ³ Ý Ñ³ Ù³ ñ Ï³ ñáÕ »Ýù ÁÝï ñ»É 1;0A  ¨  3;2B   Ï»ï »ñÁ ÙÇ³ óÝáÕ 

Ï³ Ù³ Û³ Ï³ Ý ×³ Ý³ å ³ ñÑ: ø³ ÝÇ áñ ³ í»ÉÇ Ñ³ ñÙ³ ñ ¿ Ïáñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÁ Ñ³ ßí»É Áëï  ³ ÛÝ 
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Ñ³ ï í³ ÍÝ»ñÇ, áñáÝù  ½áõ·³ Ñ»é »Ý Ïááñ¹ÇÝ³ ï ³ ÛÇÝ ³ é³ ÝóùÝ»ñÇÝ, ³ å ³  ÁÝï ñ»Ýù ÝÏ.1-áõÙ ëÉ³ ùáí 

Ýßí³ Í ×³ Ý³ å ³ ñÑÁ: ì »ñóÝ»Ýù 1;2C  Ï»ï Á: ² Û¹ ¹»å ùáõÙ` 

                                             

3;2

1;2

1;2

1;0

3;2

1;0

dyyxdxyx                                        (2) 

A (0;1)  ¨  C (2;1) Ï»ï »ñÁ ÙÇ³ óÝáõÙ ¿ 1y  áõÕÇÕÁ:    

 

ÝÏ.1 

Ð»ï ¨³ µ³ ñ` 0dy   ¨  41

2

0

1;2

1;0

dxx :     

1;2C    ¨   3;2B    Ï»ï »ñÁ  ÙÇ³ óÝáõÙ   ¿ 2x    áõÕÇÕÁ;  Ñ»ï ¨³ µ³ ñ  0dx  ¨ 

  02

3

1

3;2

1;2

dyy  

        ² Ûëå Çëáí`  

                              404

3;2

1;0

dyyxdxyx                                                          (3) 

 Î ³ ñ¨áñíáõÙ ¿ Ë Ý¹ñÇ ÉáõÍÙ³ Ý Ñ»ï ¨Û³ É ù³ ÛÉ»ñÇ 321  Ñ»ñÃ³ Ï³ ÝáõÃÛáõÝÁ: 

¸ Çï ³ ñÏí³ Í  ûñÇÝ³ ÏÁ óáõÛó ¿ ï ³ ÉÇë, áñ »Ã»  ÙÇÝã̈  Ïáñ³ ·ÇÍ  ÇÝï »·ñ³ ÉÇ Ñ³ ßíáõÙÁ Ñ³ Ûï ÝÇ ¿, áñ 

³ ÛÝ ³ ÝÏ³ Ë  ¿ ÇÝï »·ñÙ³ Ý ×³ Ý³ å ³ ñÑÇó, ³ å ³  Ýñ³  Ñ³ ßíáõÙÁ Ýß³ Ý³ Ï³ ÉÇ ã³ ÷ áí Ï³ ñ»ÉÇ ¿ 

å ³ ñ½»óÝ»É,  ÁÝï ñ»Éáí Ñ³ ñÙ³ ñ ÇÝï »·ñÙ³ Ý ×³ Ý³ å ³ ñÑ: ö³ Ï ÏáÝï áõñÇ ¹»å ùáõÙ, ³ é³ Ýó  

Ñ³ ßíáõÙÝ»ñ Ï³ ï ³ ñ»Éáõ Ï³ ñáÕ »Ýù ³ ë»É, áñ ³ Û¹å ÇëÇ ÇÝï »·ñ³ ÉÇ ³ ñÅ»ùÁ Ñ³ í³ ë³ ñ ¿ ½ñáÛÇ: 

úñÇÝ³ Ï 2. Ð³ ßí»É   Ïáñ³ ·ÇÍ  ÇÝï »·ñ³ ÉÁ.  

                                                 

1;1;6

3;2;1

xydzxzdyyzdx                                                           (4) 

ÈáõÍáõÙ. 1-ÇÝ  »Õ³ Ý³ Ï:  

¸ Åí³ ñ ã¿ Ñ³ Ùá½í»É, áñ ÁÝ¹ÇÝï »·ñ³ É ³ ñï ³ Ñ³ Ûï áõÃÛáõÝÁ Çñ»ÝÇó  Ý»ñÏ³ Û³ óÝáõÙ ¿ ÉñÇí 

դÇý»ñ»ÝóÇ³ É, ÁÝ¹ áñáõÙ 

                                                   xydzxzdyyzdxxyzd                       

Ð»ï ¨³ µ³ ñ   0321116

1;1;6

3;2;1

xydzxzdyyzdx                                        

2-ñ¹  »Õ³ Ý³ Ï:  

ê ï »ÕÍ»Ýù   ûñÇÝ³ Ï 1-Ç   ÝÙ³ Ý³ ï Çå    Ùá¹»É: ø³ ÝÇ áñ ¹Çï ³ ñÏíáÕ ÇÝï »·ñ³ ÉÁ ³ ÝÏ³ Ë  ¿ 

ÇÝï »·ñÙ³ Ý ×³ Ý³ å ³ ñÑÇó, ³ å ³  ³ ÛÝ Ñ³ ßí»Éáõ  Ñ³ Ù³ ñ ÁÝï ñ»Ýù 3;2;1A  ¨ 1;1;6B  Ï»ï »ñÁ 

ÙÇ³ óÝáÕ ÝÏ.2-áõÙ ëÉ³ ùáí å ³ ï Ï»ñí³ Í ×³ Ý³ å ³ ñÑÁ: 
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ÝÏ.2 

ì »ñóÝ»Ýù    0;1;6;0;1;1;0;2;1 EDC    Ï»ï »ñÁ:  ² Û¹   ¹»å ùáõÙ`         

                             

EBDECDAC

xydzxzdyyzdx

1;1;6

3'2'1

  ;                                      (5) 

Ü Ï³ ï »Ýù, áñ 30,2,1: zyxAC : Ð»ï ¨³ µ³ ñ 0,0 dydx  ¨    62

0

3

dz
AC

 

Ü Ù³ Ý Ó¨áí 0;0;0;21;0;1:
CD

dzdxyzxCD  

0;0;0;61;0;1:
DE

dzdyxzyDE  

66;0;0;10;1;6:

1

0

dzdydxzyxEB
EB

 

² Ûëå Çëáí` 

                                                    066

1;1;6

3;2;1

xydzxzdyyzdx                                      (6) 

 Î ³ ñ¨áñíáõÙ ¿ Ë Ý¹ñÇ ÉáõÍÙ³ Ý Ñ»ï ¨Û³ É ù³ ÛÉ»ñÇ    654  Ñ»ñÃ³ Ï³ ÝáõÃÛáõÝÁ: 

úñÇÝ³ Ï 3. Ð³ ßí»É  Ñ»ï ¨Û³ É Ïáñ³ ·ÇÍ ÇÝï »·ñ³ ÉÁ. 

l

dzzyxdyzxdxy 222
; 

áñï »Õ   l -Á 4;1;3;2;0;1 BA  Ï»ï »ñÁ ÙÇ³ óÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³ ï í³ ÍÝ ¿: 

ÈáõÍáõÙ: Ü ³ Ë  Ï³ ½Ù»Ýù 2;0;1A ¨ 4;1;3B  Ï»ï »ñáí ³ ÝóÝáÕ áõÕÕÇ Ñ³ í³ ë³ ñáõÙÁ. 

   t
zyx

24

2

01

0

13

1
 ;     

 áñï »ÕÇó   Ïëï ³ Ý³ Ýù. 
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tz
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        áõÝ»Ýù`        

dtdz

dtdy
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2

,
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A  Ï»ï Çó B  Ï»ï Á ï »Õ³ ÷ áË Ù³ Ý Å³ Ù³ Ý³ Ï 10 y  áõñ»ÙÝ` 10 t : 

² Ûëå Çëáí,  Ïëï ³ Ý³ Ýù` 
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